Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DNS g™ : pour le mercredi 25 mars

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

X-E.N.S-E.S.P.C.I. 2024

Notations

— Daus toute la suite, d désignera un entier strictement positif. On désignera par My(R) l'espace vectoriel sur R
des matrices carrées de taille d x d & coefficients dans R. Pour tous A, B € M4(R) on notera

(A,B) =tr (A" B)

d
ot tr(M) = 5" M;; est la trace de la matrice M € My(R) et AT sa transposée. Selon la convention habituelle,
i=1

1=
M;; désigne le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme colonne de la matrice M pour tout 1 <i,j < d.
— Pour tout vecteur u € RY, on notera |u| sa norme euclidienne canonique. Un tel vecteur sera considéré comme

un vecteur colonne et u' sera le vecteur ligne associé. On notera (u,v)gra = u' v le produit scalaire usuel sur

R? lorsque u et v sont dans R?. En particulier on aura |u|? = (u, u)ps = u ' u.

— On notera I; la matrice identité de My(R). On désignera par
04(R) = {M € My(R) | MM =1,}
le groupe orthogonal sur R? et par
SO4(R) = {M € O4(R) | det(M) = 1}
le groupe spécial orthogonal, ot det(M) désigne le déterminant de M € M4(R). On notera

Dep (R?) = R? x SO4(R)

— Pour toute famille (a;), ;<  de vecteurs de R? on notera A = (a1]...|aq) la matrice de M4(R) dont la i-éme
colonne de A est formée des coordonnées du vecteur a;.
— Pour toute famille de réels (;), ;< . on notera Diag (a1, ..., aq) la matrice diagonale de My(R) de coefficients

diagonaux (a;);¢;<g-

1 — Préliminaires
(1) Soit R € O4(R). Vérifier que det(R) € {—1,+1}.
(2) Veérifier que (A, B) — (A, B) est un produit scalaire sur I’espace vectoriel Mg(R).
On notera [|A|| = \/(A, A) la norme associée.
(3)
(a) Montrer que pour tous u,v € R? et A € My(R), on a (u, Av)ga = (uv', A).
(b) Montrer que tr(AB) = tr(BA) pour A, B € My(R).
(¢) En déduire que pour tous A, B et C' dans My(R) on a

(A,BC)=(BTA,C)=(AC",B)

(4) Soit D = Diag(aq,...,aq) une matrice diagonale & coeflicients positifs et soit R € O4(R).

(a) Montrer que pour tout 1 < < d, on a |R;;| < 1 ot Ry; est le i-éme coefficient diagonal de R.
(b) En déduire que (D, R) < tr(D).
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Correction :
(1) On a RTR = I, de plus det(R"R) = det(R")det(R) = det(R)?, et det(l;) = 1 ainsi det(R)? = 1, ie
det(R) € {-1,+1}.
(2) Tout d’abord (-, -) est bien une application de M4(R) dans R, de plus elle est :
— Symétrique : Pour (4, B) € (M4(R))?, (B,A) =tr(BTA) =tr((BTA)T =tr(A"B) = (A, B).
— Bilinéaire : Pour (4, B,C) € (M4(R))3et A € R, (A+AB|C) = tr(CT (A+AB)) = tr(CTA) = Atr(CTB) =
(A,C) 4+ A(B|C), la symétrie donne la linéarité en la deuxiéme variable.

d d d
— Défini positif, pour A € D(R), on a (4, A) = tr(ATA) = Z(ATA)M = Z Z AZJ Z Z A? >
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
d’ou la positivité, et si (A4, A) = 0, comme on a une somme de termes positifs, alors pour tout i € [1,d] et
j €[1,d], on a A?’j =0,ie A=0.
Ceci montre bien que (A, B) — (A, B) est un produit scalaire sur I’espace vectoriel Mg(R).

d d d
(a) Soit (u,v) € (R%)?, on a d'une part (u, Av)gs = u' Av = Zui (Av); = ZZUiAi»jvj et d’autre part
i=1 =1 j=1

d di
(uv"|A) = tr(ATuv") = Z(A w' ) = ZZA )ji = ZZ j.su;v;. Ce qui montre bien
=1 j=1 =1 j5=1
(u, Av)ga = (uv ', A).

d d d d d d
(b) Pour (4,B) € (M4(R))?, on a tr(AB) =Y (AB)ii =Y > Ai;Bji=> Y BjiAi;=> (BA);;=

tr(BA). e =
(¢) Soit (A, B,C) € (M4(R),on a (A, BO) = tr((BC)TA) = tr(CTBTA) = (BT A,C). On a aussi (A, BC) =
(BC, A) = tr(ATBC) = tr(CAT B) = (CAT)T, B) = (ACT, B).

4) (a) E;)ur| i € [1,d], on a R, < ijl R?; =1 (les colonnes de R forment une base orthonormée), ainsi
il < 1
(b) En utilisant D diagonale, la question précédente et la positivité des a5, on a : (D,R) = (R,D) =
d d d d d d d
tI‘(DTR) = Z(DTR)i,i = ZZDZjRj’j = ZaiRm‘ < Z |Oéi| |Ri,i| < Z ‘Oéz| = ZO&Z‘ = tr(D)
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1 i=1

2 — Ensemble des déplacements de R?
Pour tout g = (7, R) € Dep (R?), on note ¢, : R* — R? Iapplication définie par
¢g(x) =Rz +T1

On remarquera que lorsque 7 = 0,¢, est une rotation vectorielle de I'espace R?, et lorsque R = Ig, ¢4 est une
translation. Dans le cas général, on dira que ¢4 est un déplacement de ’espace R4,

(5)
(a) Veérifier que pour tous a,b € R? et g € Dep (R?), on a [¢g4(a) — ¢4(b)| = |a — b].
(b) Montrer pour tous g, g’ € Dep (Rd) on a ¢4 = ¢y si et seulement si g = ¢’.
(¢) Montrer qu’il existe un unique e € Dep (R?) tel que ¢, soit I'application identité sur R? c’est-a-dire que
be(x) = z pour tout z € RY.
(6)
(a) Verifier que pour tous g,g’ € Dep (R?), il existe un unique g” € Dep (R?) tel que ¢y = ¢y 0 dy. On notera
g'g cet élément dans la suite.
(b) Veérifier que pour tous g1, g2 et g3 dans Dep (Rd) on a g1 (g293) = (9192) gs-
(7) Soit g € Dep (R?).
(a) Montrer que ¢4 est bijective. On note (bg_l son application réciproque.
(b) Montrer qu’il existe un unique ¢’ € Dep (R?), que I'on explicitera en fonction de g, tel que ¢, = ¢, '. On
notera ¢’ = g~ '.

(c) Verifier que ge = eg = g puis que gg~—*

=g lg=e.
(8) Pour quelles valeurs de d a-t-on gg’ = ¢’g pour tous g, g’ € Dep (R?) ?
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Correction :

(a)
(b)

(8) Tout d’abord remarquons que gg' = g¢'g pour tout g et g’ dans Dep(RY) est équivalent & R'R = RR' et
R'T 4+ 7' = R7' + 7 pour tout R et R’ dans SO4(R) et pour tout 7 et 7/ dans R%.

Si on a gg’ = ¢g’g pour tout g et ¢’ alors pour 7 = 7/ on a pour tout R et R’ que R't = R7 et donc que
R’ = R, ce qui implique que SO4(R) ne posséde qu’un élément, ce qui n’est le cas que pour d = 1.
Réciproquement si d = 1 on a bien gg’ = ¢’g pour tous (g, g’) € (Dep(R%)2.

Pour (a,b) € (R%)? et g € Dep(R?), on a |¢,(a) — ¢y4(b)| = |R(a — b)| = |a — b|] puisquun endomorphisme
orthogonal conserve la norme (en effet pour z € R, |Rz|* = ReTRe =2 " RTRx = 2" Iyz = 2"z = |z°).
Soit (g,¢’) € (Dep(R?))2. Tout d’abord le sens g = ¢’ implique ¢, = ¢, est immédiat, supposons ¢, = ¢,
notons g = (7, R) et ¢’ = (7, R'), on a en particulier 7 = ¢,(0) = ¢4 (0) = 7/, ensuite pour tout z € RY,
Rz + 7 = ¢y4(x) = ¢y () = R'x+ 7/, ainsi Rr = R'x, ceci étant vrai pour tout z, on a donc R = R’ d’ou
9=49.

On remarque que pour e = (I4,0) on a pour tout x € R%, ¢.(x) = I;x + 0 = x, ce qui donne I'existence,
I’unicité est une conséquence immédiate de la question précédente.

Soit (g,¢’) € (Dep(R%))?, notons g = (1, R) et ¢’ = (7', R'), pour z € R%, on a ¢y 0¢,(z) = ¢ (Rz+7) =
R'(Rx +7)+ 7 = R'Rx + R'T + tau/, ainsi en posant R” = R'R € SO4(R) et 7/ = R'7 +7' € R%, on a
g" = (7", R") € Deo(R%) et ¢y = ¢4 0 ¢y, ce qui donne l'existence, I'unicité découle la encore de (5)(b).
Soit (g1,92,93) € (Dep(R%))3. En utilisant que o est associatif on a @y, (4,g5) = Pgs © Dgags = Py, © (dgy ©
Gga) = Pg1 ©Pgs ©Pgs €t D(g1g2)gs) = P92 ©Pgs = (Pgy 0Pgs) 0 Pgs = Py, 0Py, 0Py, AIMSE By, (g,05) = P(g1g2)g3)
et par I'unicité de (5)(b), on a g1 (g9293) = (9192) gs-

Notons g = (7, R), comme R est orthogonal on a R" R = I (ie R inversible d’inverse a transposée). Soit
yeER  ona:¢y(z)=y & Rr+7=y — Rr=y—7 < 2=R"y— R'7, ce qui montre non
seulement que ¢, est bijective mais aussi qu’en posant ¢’ = (RT,—R'7), on a (¢,) "1 = ¢,.

On a montré l'existence a la question précédente, I'unicité découle encore de (5)(b).

On a ¢ge = ¢y 0 P = ¢4 et de méme ¢, = ¢g, ainsi, d’aprés (5)(b), on a ge = eg = g.

On a ¢yg-1 = g0 dy-1 = ¢g0 (¢g) "t =1Id = ¢, de méme ¢,-1, = ¢, ainsi toujours d’apres (5)(b) on a

g9t =gg=e.

3 — Distance a déplacement prés

On considére n un entier strictement positif et

ngL(R) = {Z - (Zi)lgign ‘ Zi S Rd,l S Z g ’I’L}

n
Pespace vectoriel des familles de n points dans R? muni de la norme ||z = /3" |2;|°. Pour tous g € Dep (R?) et
\/ =

z € E}(R) on note

(9)

g-z= (9 (zi))lgign (1)

(a) Montrer que pour tous g,g’ € Dep (R?) et z € E}(R), ona g- (¢’ - z) = (99') - 2.

1

(b) Montrer que pour tous x,y € £7(R) et tout g € Dep (Rd), siz=g-yalorsy=g"" .

Pour tous x,y € £7(R), on note

(10)

d(z,y) = inf {|}y — g- ||| g € Dep (R?)}

(a) Montrer que pour tous x,y € £7(R) et tout g € Dep (R?), on a

lg-y—g-=|=ly—=|

(b) En déduire que 6(x,y) = d(y, x).
(¢) Montrer que pour tous (z,y, z) € £7(R)? et (g,9') € (Dep (]Rd))Q, on a

lz—g-z| <lz=(99") -yl +llg' -y — |
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(d) En déduire que 6(x, z) < d(x,y) + i(y, 2).

(11) Pour tout = € £} (R), on note c(x) = {y € £}(R) | 3g € Dep (RY) ,g- = = y}.
(a) Montrer que si c(x) Nc(y) # O alors c¢(x) = c(y).
(b) Montrer que si ¢(x) = ¢(y) alors §(x,y) = 0.

Correction :
(9)
(a) Soit (g,9') € (Dep(R%)% et z € EF(R),onag- (¢ -2) = g- ((¢g (2i)1<i<n) = (09(dg(2i)))1<i<y» OF d’apres
(6) (a)a ¢g o ¢9’ - ¢9g’7 ainsi g - (g/ : Z) = (¢gg’(zi))1§ign = (ggl) TR
(b) Soit (z,y) € (EF(R))? et g € Dep(R?), on suppose z = g - y, ainsi pour tout i € [1,n], on a z; = @, (y;)
et donc y; = @g—l(flli), ce qui montre que y = g_1 - .
Alternative : écrire g1 -2 =g~ - (g-y) = (97 'g) -y = e - y = y puisque ¢, = id.

(a) Soit (z,y) € (EF(R))? et g € Dep(RY). On a [lg-y—g- > =D |og(w:) — dg(@:)|* = |vi — il =
=1 =1

ly — ).

(b) Soit (z,) € (€} (R))?. Pour g € Dep(R?), on a [ly— g = llg~ -y — g~ - g-al| = o — g~ yl| > 8(y, ),
ceci étant vrai pour tout g, en prenant l'inf sur g on a d(x,y) < 6(y, ), en inversant les roles de x et de
y on obtient 'autre inégalité, ainsi d(x,y) = d(y, x).

(¢) Soit (x,y,2) € (EF(R))3 et soit (g,9") € (Dep(R?))2. On a (inégalité triangulaire pour ||-||) : |z —g-z| =
Iz =(99") -y +(99) - y—g-zll <llz—(99") -yl +lg- (9" y) —g-=ll = llz—(99") -yl + llg" -y — |-

(d) Soit (z,y, 2) € (£7(R))*, pour tout (g, g') € (Dep(R?))?, onad(z,z) < [|z—g-z|| < [lz—(g99")-y[+]lg"-y—x]|.
Pour tout (h,g’) € (Dep(R%))2, on a 6(z,2) < ||z—h-y||+||g’ -y — z||. (on applique I'inégalité précédente
ag=h(g")"! et g). On prend 'inf par rapport a h & ¢’ fixé, ainsi pour tout g’ € Dep(R?), on a §(z,x) <
0(z,y) + |l¢’ - y — z||, il ne reste plus qu’a prend la borne inf sur h pour avoir §(z,z) < §(z,y) + é(y, x),
qui est bien I'inégalité demandée.

(a) On suppose c(z) Nc(y) # 0, il existe donc z € ¢(z) N c(y). Il existe donc g € Dep(R?) tel que g- = = z et
il existe ¢’ € Dep(R%) tel que ¢’ -y = 2. Ainsiz =g ' -2=g"1-¢ -y
Soit t € c(z), il esite h € Dep(R?) tel que h-z =t, posons h’ = h- = g~' - ¢’ € Dep(R?), ainsi b’ -y =t et
donc t € ¢(y), ce qui montre ¢(x) C ¢(y), on obtient I’autre inclusion en inversant les roles de z et y, ainsi
c(z) = c(y)-

(b) On suppose c(z) = c(y), comme y = e -y, on a a y € c(y) = c(x), il existe donc g € Dep(R?) tel que
y=g-z,ainsi [y —g-z||=0,0r 0 <d(z,y) <|ly—g-z| =0, ainsi §(z,y) = 0.

4 — Un probléme d’optimisation

On fixe dans cette partie x,y € £7(R) et on introduit pour tout (7, R) € Dep (]Rd)
I R) =Y Jy; — (R +7)° =y — g~ )
i=1

ou g = (7, R).

S|

Y;-

n
(12) Onnote T =1 > @; et y =
i=1

i=1

(a) Montrer que J(7,R) = (f:l ly, — 9 — R(x; — a:)|2) +nly — Rz — 7|2
(b) En déduire que pour tout R € SO4(R), 'application 7 + J(7, R) de R? dans R a un unique minimum, noté
7(R), que l'on explicitera.
(13) On munit Mg4(R) de la topologie associée & la norme ||M|| = /(M, M).
(a) Montrer que Papplication f: My(R) — My(R) définie par f(M) = M T M est continue.
(b) Montrer que SO4(R) est un sous-ensemble fermé borné de Mg4(R).
(14)
(a) Montrer qu’il existe R, € SO4(R) tel que J (7 (R.), R.) < J(7, R) pour tout (7, R) € Dep (R?).
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(b) Montrer que R, n’est pas forcément unique.

ly; — §|2 alors

s

(15) Montrer que si V,(z) =+ 3 |x; —z et V,(y) = o
i=1

=1

5(w,y)* =nVo(x) +nVo(y) —2 sup (Z(z,y),R)

ReS0,4(R)
ou Z(x,y) est une matrice que l’on précisera.
Correction :
(12)
(a) Pour tout i € [l,n], on a : |y —(Rz;+7)|° = |yi—7—(Rla;—%)+7—Rt—7° =
n

yi =7 — (R(zi —2)[* + |5 — Rz — 7 + 2(yi — 7 — (R(z; — 7)) |[§ — Rz — 7). Ainsi Y _ |y; — (Ra; + 7)|* =

i=1
n

>l = = (Rla =) 4l = Re =+ 30200 —7 - (Rlas 2y — R =)

n n

n
Orz (yi—y—(R(z;—7))[y—RT—7 —22( -7) Z i—7T)|y— Rz —7), il suffit alors de remarquer
=1

n n

que Z(yi*?) = Z(xzf ) = 0 pour conclure que J(7 Z:|y7 — 75— (R(z; —2))|*+n|y — Rz — 7|*.

i=1 i=1
(b) Soit R € SO4(R), la question précédente donne, pour tout 7, J(7 Z lyi — 7 — —7))° avec

égalité si et seulement si n |y — RT — T|2 =0,ie 7 =7 — Rz. Ce qui montre que 7 — J(7, R) admet un
unique minimum atteint en 7(R) =y — RT.

(13)

(a) Les coefficients de M T M sont polynomiales en les coefficient de M, ainsi f est continue.

(b) Comme {I,} est un fermé de Mg4(R) et comme f est continue, on a que O4(R), qui est I'image réciproque
de {I4} par f qui est un fermé de M4(R), pour la méme raison (image réciproque de {1} par I'application
det qui est continue) I’ensemble des matrices de déterminant 1 est un fermé de My(R), ainsi SO4(R) est
un fermé de My(R). De plus pour M € SO4(R), on a |[M||? = tr(M T M) = tr(Iy) = d, ainsi SO4(R) est
borné.

Ce qui montre que SO4(R) est un fermé borné de Mg4(R).
(14)

(a) L’application R +— J(7(R), R) est continue sur SO4(R) qui est un fermé borné, donc elle est bornée et
atteint ses bornes donc il existe R, tel que pour tout R € SO4(R), J(7(R4), Ry)) < J(7(R), R), il ne reste
plus qu’a utiliser 12(b) pour conclure, pour tout (7, R) € Dep(R¢) que J(7(R,), Ry) < J(7, R).

(b) Dans le cas ou pour tout k, z =y = 0 on a J(7(R), R) = 0 pour tout R, ce qui montre la non unicité
de R, dans ce cas.

15) O 5,2: — = inf J(7, R). Ainsi, d’aprés 1 tion 14(a), §(z,y)? =
(15) On a 6(z,y) (Rd) ly — g - z|? (T7R)€1gep(Rd) (1, R). Ainsi, d’aprés la question 14(a), d(zx,y)
inf J(r(R),R) = inf i — 7 — R(z; —7)[°.
il o JO(R).R) = | inf R)Z lyi =7 — R(x; — )|
n

Or si R € SO4(R), on a Zlyz D) =Dy — 7 + R — D) - 20y — FIR(zs — 7)) =

Zlyi—?|2+Z|R( -7)° —22 — J|R(z; —T)).

i=1 i=1

Comme R est une isométrie, pour tout i, on a |R(z; —)|° = |z; —Z|>. Ainsi Z|yZ —gI = nV.(y)

n

et > |R(z; —7)|* = nV,(x). Enfin (en utilisant 3(a)) : » (4 — glR(x: — 7)) = > (i — §)(@i —
= i=1 i=1

Z)T|R) = <Z(yz —7)(z; — ) "|R), il ne reste plus qu’a poser Z(z,y) = Z(yl —7)(z; — %) pour avoir

i=1 =1

Z lyi — 7 — R(z; — T)|° = nVi(2) + nVp(y) — 2(Z(x,y)|R).
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n

Ce qui permet d’obtenir &(x,y)? = Resigf(R)Zm—@—R(xi—f)F = nVu(z) + nVo(y) —
=1

2 sup (Z(z,y)|R).
ReSO4(R)

5 — Calcul de §(z,y) dans le cas ou det(Z(z,y)) > 0

Soit Z € My(R) une matrice inversible. On note S = Z ' Z.
(16) Montrer qu’il existe une famille décroissante ()‘i)lgig 4 de réels strictement positifs et une base orthonormée
(u1,...,uq) de RY telle que Su; = \ju; pour tout 1 < i < d.
On appellera valeurs singuliéres de Z la famille (\/X7 ey \/E)

(17) On considére v; = \/%Zul pour tout 1 <7 < d.

(a) Montrer que (vy,...,vq) est une base orthonormée de R,
(b) Veérifier que si U = (u1]...|uq),V = (v1]...|vq) et D = Diag (VA1,...,vAq) alors Z = VDU,
0
(18) Mettre sous la forme précédente Z = VDU, en spécifiant vos choix de U,V et D, les matrices Z; = ( 9

0 1
et Zz = ( —2 0 )
(19) On considére que det(Z) > 0.

(a) Montrer que si R € SO4(R) alors VT RU € SO4(R).
(b) Montrer que

')

sup (Z,R)= sup (D,R)
ReSO4(R) ReSO4(R)

(20) Donner la valeur de é(x,y) en fonction de V,,(x),V,,(y) et des valeurs singuliéres de Z(x,y) dans le cas ou
det(Z(x,y)) > 0.

Correction :

(16) Ona ST =2T2ZT = Z7Z = S, ainsi S est une matrice symétrique réelle, ainsi, d’aprés le théoréme spectral il
existe une base orthonormé (uq, ..., us) de diagonalisation, notons (Ay, ..., A, n) les valeurs propres associées.
Pour i € [1,d], on a u] Su; = u) \juy = A; |ug|, mais in a aussi ) Su; = u] Z7 Zu; = | Zug)?, ainsi \; Ju;]* =
|Zu;|*. Comme |u;| > 0 et |Zu;| > 0 (car Z inversible), on en déduit ; > 0.

(17)

(a) On a tout de suite que la famille (vy,...,v4) est une famille de vecteurs deux a deux orthogonaux, pour
i € [1,d], on a |v;|* = /\% |Zu;|?, or on a vu a la question précédente que |Zu;|> = i |ug|® = \;, ainsi
\vi|2 = 1. Ce qui montre bien que (v1,...,vq) est une base orthonormée de R9.

(b) Ona ZU = (Zuy|...|Zuq) = (vVA1v1]...|v/Aqva) = VD, comme U est une matrice de passage entre deux
BON, U est inversible et U=t = U T, ainsi Z = VDU .

1 0 0 1 2 0
(18) Pour Z; onpeutprendreU—( 1>’V_(1 0),etD—(0 1).

10 0 1 2 0
Pour Z, onpeutprendreU( 1>,V<_1 O),etD(O 1).

(a) Si R € SOp(R), comme VT et U sont aussi orthogonales, on a VT RU orthogonale, or det(Z) > 0 donc
(avec 17(b)) det(Z) = det(VDUT) = det(V)det(D)det(U). Ainsi (avec det(R) = 1) det(V'RU) =
det(V) det(U) = g:zgg)) > 0, ainsi det(V T RU) = 1 (car le déterminant d’une matrice orthogonale vaut
+1), ce qui montre bien que VT RU € SO4(R).

(b) Pour R € SO4(R) : (Z|R) = (VDUT|R), ainsi d’aprés 3(a) : (Z|R) = (D|VTRU) < sup (D|R'),

o

o

(19)

R/€S0,4(R)
ainsi par passage au sup sup (Z,R)< sup (D,R).
ReSO4(R) ReSO4(R)
De méme, R € SO4(R), (D|R) = (VT ZU|R) = (ZI[VRU ") < sup (Z|R'), ainsi aprés passage au sup
R/€S04(R)

sup (D,R) < sup (Z,R).
ReSO4(R) ReSO4(R)
Dou: sup (Z,R)= sup (D,R).

RESO4(R) RESO4(R)
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(20) La question précédente (avec 4(b)) donne dans le cas det(Z(z,y)) >0: sup (Z,R)= sup (D,R)=
RESO,(R) RESO4(R)

d d
tr(D) = (D|I) = Z V/Ai. Enfin, avec 15 on a 6(x,y)2 = nV,(z) + nV,(y) — 22 V.
i=1

=1

6 — Le cas ou det(Z(z,y)) <0

On considére R € O4(R).
(21)

(a) Montrer que si A est une valeur propre de R alors A € {+1,—1}.
(b) Montrer que det(R + I) = det(R)det (I + RT).
(c) En déduire que si det(R) = —1 alors det(R+ I) = 0.

On suppose dorénavant que det(R) = —1.

(22)
(a) Montrer qu'il existe une base orthonormée (u1,...,uy) de R? telle que 'on a Ruy = —ugq et uj Rz = 0 pour
tout x € Ey ou Ey = Vect (uq,...,uqg—1)-
(b) En déduire que R (E;) C E; puis que R(E;) = Ej.
On considére une matrice D = Diag(ayq,...,aq) € Mg(R) diagonale de coefficients diagonaux «; > 0 décroissants.
On note U = (uq]. .. |ug)-
(23)

(a) Vérifier que (D,R) = (S,R'You R =U'TRU et S=U'DU

(b) Montrer que si Ry = <R;j)1<i,j<d71 € My_1(R) alors Ry € Og_1(R).
(24) On pose So = (Sij)1<; jca_1 € Ma-1(R).

(a) Montrer que (D, R) = tr (SoRo) — Saad-

(b) Montrer que tr (SoRp) < tr (Sp).

(c) Montrer que tr (Sp) + Sqq = tr(D) et en déduire que (D, R) < tr(D) — 2S544.
(25)

d
(a) Montrer que Szq = ‘21 a;UZ ou U = (Uij) <, i<ar
=

d—1
(b) En déduire que (D, R) < (Z ai) — ay.
i=1
(26) Donner la valeur de d(x,y) en fonction de V,,(x),V,(y) et des valeurs singuliéres de Z(x,y) dans le cas ou
det(Z(x,y)) < 0.

Correction :

(21)
(a) Soit A une valeur propre réelle de R. Soit z un vecteur propre de R de valeur propre A, ainsi x # 0 et
Rz = Az. Comme R est une isométrie |Rz| = |z, ainsi || = |Rx| = |\x| = |A||z|, comme |z| # 0 on a
|A| =1, ainsi A € {£1}.
(b) Comme R est orthogonal, R~1 = R ainsi det(R+ I) = det(R(I + R")) = det(R)det({ + R").
(c) On suppose det(R) = —1, d’aprés la question précédente on a det(R+1) = — det(I+R "), ainsi det(R+1) =
—det(I+R") = —det((I+R")T) = —det(I + R). Ainsi det(R +I) = 0.

(a) Comme det(R + I) = 0, on a —1 valeur propre de R, soit ug un vecteur propre de R de valeur propre
—1 qu’on choisi de norme 1 (quitte & le diviser par sa norme), on pose E; = Vect(ug)®, ainsi E; est

de dimension d — 1 et on choisit une base orthonormée (uy,...,uq). On a tout de suite que (u1,...,uq)
est une base orthonormée de R?, et on a bien Ruy; = —u4. Soit * € Ey, on a uj Rr = (RTug)".
Or Ruq = —ug, ainsi R"Rug = —R"ug, ce qui implique (R orthogonale) que R'ug = —ug. Ainsi
ujy Re = —uj z = (uglz) = 0.

b) Pour z € Fi, (Rz|ug) = u) Rz = 0, ainsi Rz € Vect(ug)™ = E1, ce qui montre R(E;) C E;. Comme R
d
est inversible, on a que E; et R(F1) sont la méme dimension, comme on a une inclusion, on en déduit que
R(E:) = E;.
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(23)

(26)

(a) Les colonnes de U forment une BON de R? donc U est orthogonale, ainsi (S|R') = (UTDU|UTRU) =
(DU|RU) d’apreés 3(c) et car UU T = I, et pour les mémes raisons (S|R') = (D|R).
(b) R’ n’est rien d’autre que la matrice de x — Rx dans la base (u1, ..., uq), elle est donc de la forme (matrice

par bloc) R’ = <RO 0

0 _1) o Ry € My_1(R) est la matrice de 'induit de  — Rz sur Ej qui est bien

-
Fo Ro 0 ), ainsi RJ Ry = I4_1,

stable par R. On a I; = R'T R’ par calcul matriciel par bloc R'T R = < 0 1

ce qui montre bien Ry € Og4_1(R).

(a) On a (D|R) = (S|R) = tr(STR'). Or S est symétrique, par calcul par bloc STR' = SR =

So 0 Ry 0 . SoRo 0 .. o _
(O de> <O _1> = ( 0 _de>. Ainsi (D|R) = tr(SoRo) — Sda-

(b) Comme S est symétrique réelle donc Sy l’est encore, ainsi d’aprés le théoréme spectrale il existe P €
04-1(R) et Dy diagonale telles que Sop = PDoP". Comme Sy et Dy sont semblables, tr(Dg) = tr(Sp).
Posons W = PT RyP qui est orthogonale, on a tr(SoRy) = tr(PDoP ' Ry) = tr(DoP " RyP) = (Do|W),
ainsi avec 4(b) tr(SoRo) < tr(Dg) = tr(Sp).

(¢) On a tr(S) = tr(Sy) + Saa (écriture par bloc de S), comme S = U " DU avec U orthogonale on a tr(S) =
tr(D), ainsi tr(Sp) + Sga = tr(D), les deux questions précédentes donnent : (D|R) = tr(SoRo) — Saqa <
tl"(S()) — de = tl"(D) — 2de.

(a) Comme S = U'DU, on a Sqq = ZZ(UT)diDijUjd, comme (U") g = Uq et D;; vaut 0 si i # 7,

i=1 j=1

de = ZaiUigd (car a; = D“)
=1

n n
(b) Comme aq4 est plus grand que tous les autres, Sgq = Z aU% > oy Z UZ = ag (car U orthogonale).
i=1 i=1

d—1
Ainsi en utilisant 24(c) : (D|R) < tr(D) — 2544 < tr(D) — 2a4 = (Z ai> — ag.
=1

On procéde comme dans la partie 5, on note D = Diag(yv/)1,...,vAq). D’aprés la question 15, §(x,y)? =
nVu(y) + nVy(z) — 2 sup (Z(z,y)|R). D’aprés 19(b), si R € SO4(R), on a Z = VDU et (Z|R) =
Re

Od(R
(VTRU|D), comme det(Z(x,y)) < 0, det(V)det(UT) < 0, R — VTRU est une bijection de SO4(R)
04(R) \ SO4(R), on en déduit donc que sup (Z(z,y)|R) = sup (D|R). D’aprés 25, (D|R) <

RESO4(R) RE04(R)\SO4(R)

d—1
<Z VM) — /A4, avec égalité pour la matrice Ry = Diag(1,...,1,—1), ainsi §(z,y)? = nV,(z) + nV,(y) —
i=1

d—1
2 (Z i — )\d> .
=1
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