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Cinématique des fluides

Applications directes du cours

Soit une canalisation a section circulaire de rayon R = 5 cm dans laquelle s’écoule de 'eau a la vitesse
v =1 m.s™!. Calculer la masse d’eau qui traverse une section de cette canalisation en 7 = 10 minutes.

L’écoulement entre un plan oscillant (y = 0) et linfini (y — oo) est donné par le champ eulérien des vi-
tesses suivant : o (7,t) = Aexp (—ky) cos(wt — ky)i,. Ce champ des vitesses correspond-il & un écoulement
incompressible ?

Pour chacun des trois champs eulériens de vitesse ci-dessous, ol a, b et ¢ sont des constantes positives, répondre
aux questions suivantes.

(1) vy = az vy = ay

(2) vy =by vy = bz

(3) vy = —cy vy = cx

1. Dessiner les lignes de champ et calculer leur équation.

2. L’écoulement est-il incompressible 7

3. L’écoulement est-il potentiel 7 Si oui, trouver un potentiel des vitesses associé.

4. Exprimer 'accélération d’'une particule de fluide.

5. Représenter I’évolution d’une particule carrée de cotés £ (z € [0,€],y € [0,£]) entre les instants ¢ et t + dt

et caractériser cette évolution en terme de déformation, dilatation, contraction, rotation, ...

Soit un écoulement de fluide incompressible dans une conduite possédant un rétrécissement. La section de la
conduite diminue de S; a S5. La vitesse est supposée uniforme sur une section, v; au niveau de S; et vy au
niveau de Sso. Quelle relation lie S, S, v1 et vo ? Tracer I’allure des lignes de courant. Commenter.

Ecrire les équations locales régissant le champ des vitesses dans un fluide incompressible lors d’un écoulement
potentiel.

@ On s’intéresse a une tornade :

T =rQUy pourr < a

a“S)
U =-——7y pourr>a
r

Calculer le rotationnel de la vitesse puis calculer la circulation de 7 le long d’un cercle € d’axe Oz de rayon r
orienté dans le sens trigonométrique.

0 )
On donne 1“’0%(7) - _ﬂe—z 41 TVg o,
0z T or

div (7)) = 0, écoulement incompressible. Ecoulement (1) : lignes de courant = demi-droites issues de O;
div (7)) = 2a, compressible ; rot (V) = 6), irrotationnel, ® = %(z2+y?); @ = a®(zug+yi,). Bcoulement (2) : lignes de
courant 2 —y? =cte; div (7) = 0, incompressible;; rotv = 0, irrotationnel, ® = bzy; @ = b? (x@—}—y@) Ecoulement
(3) : lignes de courant = 2% +y? =cste, cercle de centre O ; div (7) = 0, incompressible ; rotv = 2017,; , tourbillonnaire ;
qd=—c (:MT,;> +yu—y>) Conservation du débit volumique : S1v1 = Savs. div (7) = 0, incompressible ; écoulement
potentiel, ¥ = gr?iq); ol T = ﬁ, irrotationnel ; A® = 0. @ Pour r < a, H(?) = 20u; et C = 27r2Q, pour
r > a, 170?5(7) — 0 et C = 2ma2Q.
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Exercices

1. Ecoulement & lintérieur d’un diedre droit

t
Soit, dans la région x > 0, y > 0 ’écoulement défini par : v = k(—xaz + yt—a,)), ou k est une constante positive.

Ce champ des vitesses correspond & un écoulement d’un fluide parfait, les pla(ils z = 0 et y = 0 jouant le role de parois.
1. Cet écoulement est-il compatible avec un fluide incompressible ? Est-il irrotationnel 7
2. Déterminer I’équation des lignes de courant.
3. Les lignes de courant sont-elles confondues avec les trajectoires des particules de fluide ?
4. Calculer 'accélération @ en chaque point de 1’écoulement en utilisant la description eulérienne du fluide et
I’expression de la dérivée particulaire.

2. Ecoulement entre deux cylindres

On considere un fluide s’écoulant entre deux cylindres coaxiaux de rayons R; et Ry tournant autour de leur axe
aux vitesses angulaires wy et wo. Le champ des vitesses en coordonnées cylindriques a pour expression : 7(M ) =

B
(A’I“ + ?)79
Caractériser completement cet écoulement (compressible ou non ? stationnaire ou non? etc...).
Déterminer I'expression du débit volumique a travers une section de hauteur h perpendiculaire & ’écoulement.

Déterminer I'accélération du fluide.
Déterminer les constantes A et B en écrivant la continuité des vitesses du fluide et des cylindres.

- W=

5. Commenter le cas wi; = ws.

On donne en repere cylindrique :
. _10(rv,)  10vg | Ov,
T = e t ez

ot = (L0v 0w o, (Ovr v\ (10(rvg)  L1Ov- o
r0t7_<7‘89_82>er+(82_87“)69_'— ror ra6)%

3. Ecoulement bidimensionnel

On considére un écoulement bidimensionnel de fonction potentiel
o(r,0) =U0
en coordonnées cylindriques.

On rappelle :
div?:la(””) 19vg  Ov,

or r 06 0z

1. (a) Déterminer les lignes équipotentielles de cet écoulement.
(b) Déterminer le champ des vitesses .
(¢) L’écoulement est-il incompressible ?
2. Calculer la circulation du vecteur vitesse ¥ :
(a) sur une courbe (I') n’entourant pas l'origine;
(b) sur une courbe (I') entourant l'origine.
3. Déterminer le champ des accélérations dans cet écoulement.

4. Ecoulement autour d’une sphere

Un fluide infini s’écoule en régime permanent incompressible et irrotationnel autour d’une sphere de rayon R et de
centre O. Loin de la sphere, la vitesse du fluide est To=voU,. Un point M est repéré par ses coordonnées sphériques
(r,0, @) par rapport & 'axe Oz passant par le centre de la sphere.
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1. Existe-t-il un potentiel des vitesses ? Quelle équation doit-il vérifier 7
2. Montrer que les trois potentiels suivants sont solutions de ’équation ci-dessus :

0
®; =arcosf ; Oy = s ; b3 = VC(;S
r r

3. On suppose que la solution générale s’écrit sous la forme & = & + Oy + $3. Déterminer completement le champ
de vitesse.

4. Existe-t-il un point ol la vitesse est nulle (point d’arrét) ?

5. Déterminer la vitesse a la surface de la sphere. En quel point la vitesse est-elle maximum ? Commenter.

On donne, en coordonnées sphériques :

2
szla<r2av)+ : 8<sinﬁav>+1 il

r2or or r2sinf 00 r2gin? 0 9 p?

5. Débit-volume d’un écoulement de Poiseuille

On considere ’écoulement stationnaire d’un fluide visqueux incompressible dans une canalisation cylindrique d’axe
Oz, de rayon a dont le profil des vitesses est donné en un point M (r, 0, z) par :

2
r
T (M) = v, (1 _ 2) .
ou vy est la vitesse sur I’axe de la conduite, qui dépend du rayon a, de la viscosité dynamique du fluide 1 et du gradient

dz
Ce type d’écoulement est appelé écoulement de Poiseuille.

- . dP )
longitudinal de pression |— | supposé constant.

1. Sachant que le coefficient 1 s’exprime dans le systeme international d’unités en Pa.s, déterminer par analyse
dimensionnelle, & un facteur numérique de proportionnalité prés noté K, 'expression de vy.
Par un calcul rigoureux on établit que K = 1/4, valeur qui sera retenue pour la suite.
2. Définir puis exprimer en fonction de a et vg le débit-volume Dy, de I’écoulement.
3. On appelle vitesse débitante vp la vitesse définie par :
Dy
vp = —=
D= a2
Comparer vy et vp. Quel est le type d’écoulement associé a vp ?

4. Prouver a partir du seul champ des vitesses que 1’écoulement de Poiseuille étudié précédemment est un
écoulement incompressible.

On donne en cylindriques :

) _10(rv,) [ 10ve | Ov.
W = =t 5 T 5

5. Que vaut la ”vorticité” de cet écoulement ? Définir et exprimer le vecteur tourbillon ﬁ

On rappelle en coordonnées cylindriques pour un champ vectoriel v

— 5 (10v. Ovg\ Ov,  Ous\ 19(rvg) 19w\
mﬁ(rae 82>6T+<82 m)eﬁ For  ra6)%

Peut-on associer a un écoulement de Poiseuille un potentiel des vitesses ?

6. Ecoulement d’eau autour d’une bulle de gaz

Le rayon a(t) d’une bulle de gaz fixe de centre O varie au cours du temps. L’espace autour de la bulle est rempli d’eau
et on suppose 1’écoulement incompressible. Vu les symétries, on cherche un champ des vitesses de la forme

U (r,t) = v(r, t)e,
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t
1. Exprimer le débit de volume & travers la sphére de rayon r. En déduire que v(r,t) = &2) ou f(t) est une
r
fonction inconnue du temps.

2. Retrouver le résultat en utilisant I’expression de la divergence en coordonnées sphériques pour un champ de la
forme U (r,t) = v(r, t)é, :

. 1 0(r%a,)
div(d) = 5 ——=
iv(d) rZ  Or
. . . . da(t) )
3. En déduire I'expression de v(r,t) en fonction de r, a(t) et a(t) = TR Montrer que le champ des vitesses

dérive d’un potentiel ®(r,t) et I'expliciter.
Que peut-on en conclure quant a la rotation des particules fluides ?

7. Onde de gravitation

1. Un fluide dans 1’état de repos occupe toute la région des z négatifs (2’2 est un axe vertical ascendant). La
propagation d’une onde de gravitation engendre un mouvement décrit par le champ des vitesses suivant :

U = awe®* (cos(wt — kx)ey — sin(wt — kx)el) avec ka < 1.

(a) Montrer que ’écoulement est incompressible.
(b) Comparer P'accélération locale et I'accélération convective.
(¢) Soit Z Taltitude de la surface libre. Au repos, la surface libre a pour équation Z = 0. Que devient son

équation lorsqu’elle est agitée par une onde de gravitation (on consideérera que T v, (x,0,t))?

2. Déterminer I’équation des lignes de courant.
3. (a) Caractériser les trajectoires des particules du fluide. On étudie une particule de fluide de position moyenne
(z0, z0) dont la vitesse a pour expression ‘7;-(15) ~ U (x0, 20, t).
(b) Représenter sur un méme schéma les positions occupées par des particules dont les coordonnées au repos

. A
seraient : z:zo;x:x0+n§ avec 0 <n <4.

(¢) Application numérique : A = 80 m; a = 0,5 m.



