
5 Mécanique des fluides Année 2021-2022

1. Équilibre d’un fluide – CCINP
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2. Fluide visqueux entre deux plaques – Centrale

3. Modèle de cyclone – CCINP
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4. Tourniquet hydraulique

1. Soit T le référentiel tournant. Les forces volumiques dans T sont les forces de
pesanteur et les forces d’inertie.

La densité volumique de force est

−→
ϕv = −ρg−→ez + ρrω2−→er − 2ρω−→ez ∧ −→v

= −
−−→
grad

(
ρgz − 1

2
ρr2ω2

)
− 2ρω−→ez ∧ −→v

Ecrivons l’équation d’Euler dans T ; on obtient

ρ

(
∂−→v
∂ t

+
1

2

−−→
grad v2 −−→v ∧ −→

rot−→v
)

= −
−−→
grad

(
p+ ρgz − 1

2
ρr2ω2

)
−2ρω−→ez ∧ −→v

soit
−−→
grad

(
p+ ρgz +

1

2
ρv2 − 1

2
ρr2ω2

)
= ρ−→v ∧

(−→
rot−→v + 2ω−→ez

)
La grandeur p + ρgz +

1

2
ρv2 − 1

2
ρr2ω2 est donc uniforme le long d’une ligne de

courant.

2. Le bilan de masse nous donne

D = ρSV = 2ρsv

D’après le résultat de la première qestion, on a

p(0) +
1

2
ρV 2 = p0 + ρgh+

1

2
ρv2 − 1

2
ρL2ω2

soit

p(0) = p0 + ρgh+
1

2
ρ(v2 − V 2)− 1

2
ρL2ω2

= p0 + ρgh+
D2

2ρ

(
1

4s2
− 1

S2

)
− 1

2
ρL2ω2

3. D’après le résultat de la première question, on a

p(0) +
1

2
ρV 2 = p0 + ρg(h+H)
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soit

p(0) = p0 + ρg(h+H)− 1

2
ρV 2

= p0 + ρg(h+H)− D2

2ρS2

En égalant les deux expressions de p(0), on obtient

p0 + ρg(h+H)− D2

2ρS2
= p0 + ρgh+

D2

2ρ

(
1

4s2
− 1

S2

)
− 1

2
ρL2ω2

On en déduit

D2 = 8ρ2s2
(
gH +

1

2
L2ω2

)
soit

D = 2ρs
√

2gH + L2ω2

La rotation accrôıt la vitesse de la vidange.

4. a) Dans le référentiel terrestre, la vitesse d’éjection est

−→ve = Lω−→eθ + v(sinα−→er − cosα−→eθ)

Le système choisi est le liquide en transit à l’instant t dans le tourniquet et le liquide
qui y entre pendant [t, t+∆t]. On obtient un système fermé pendant [t, t+∆t] en
conservant dans le système le liquide sortant pendant cet intervalle de temps.
La masse de liquide entrant est D∆t ; le liquide entrant a un moment cinétique nul
par rapport à l’axe Oz.
La masse de liquide sortant est D∆t ; le liquide sortant a un moment cinétique ∆σ
par rapport à l’axe Oz, avec

∆σ = DL(Lω − v cosα)∆t

En régime permanent le moment cinétique par rapport à Oz du fluide en transit
dans le tourniquet a la même valeur σ0 aux dates t et t + ∆t. On en déduit le
moment cinétique du système fermé à ces deux dates :{

σ(t) = σ0

σ(t+∆t) = σ0 +DL(Lω − v cosα)∆t

Le tourniquet exerce sur l’eau un couple

−Γ = lim
∆t→0

σ(t+∆t)− σ(t)

∆t
= DL(Lω − v cosα)

Le couple exercé par l’eau sur le tourniquet est

Γ = DL

(
D cosα

2ρs
− Lω

)
c) La puissance fournie par l’eau au tourniquet est

P = Γω = DLω

(
D cosα

2ρs
− Lω

)
Si le système est utilisé en moteur, le rendement peut être défini par

η =
P

DgH
=

Lω

gH

(
D cosα

2ρs
− Lω

)
or

D2 = 4ρ2s2
(
2gH + L2ω2

)
donc

η =

√
D2

4ρ2s2
− 2gH

gH

D cosα

2ρs
−

√
D2

4ρ2s2
− 2gH


Numériquement, on obtient

η = 0, 43

5. Citerne de pompier – CCINP

6. Viscosimètre de Couette

1. En raison de l’invariance par rotation autour de l’axe Oz, il est naturel de
chercher un champ des vitesses de la forme

−→v = u(r)−→er + v(r)−→eθ

L’incompressibilité se traduit par

div−→v = 0 soit
d

dr
(ru(r)) = 0

et, en intégrant : ru(r) = Cte. Les conditions aux limites imposées par les parois
donnent

−→v (R1) = R1Ω1
−→eθ et −→v (R2) = R2Ω2

−→eθ
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On a donc
ru(r) = R1u(R1) = 0 soit u(r) = 0

Il reste donc −→v = v(r)−→eθ

2. L’équation de Navier-Stokes s’écrit, en mouvement permanent

ρ

(
1

2

−−→
grad v2 −−→v ∧ −→

rot−→v
)

= −
−−→
gradP + η∆−→v

On calcule successivement

1

2

−−→
grad v2 = v(r)v′(r)−→er
−→
rot−→v =

−→
rot

(
rv(r)

−→eθ
r

)
=

−−→
grad (rv(r)) ∧

−→eθ
r

=
1

r

d

dr
(rv(r))−→ez

−→v ∧ −→
rot−→v = v(r)−→eθ ∧ 1

r

d

dr
(rv(r))−→ez

=
v(r)

r

d

dr
(rv(r))−→er

=

(
v(r)v′(r) +

v2(r)

r

)
−→er

1

2

−−→
grad v2 −−→v ∧ −→

rot−→v = −v2(r)

r
−→er

∆−→v =
−−→
grad div−→v − −→

rot
−→
rot−→v

= −−→
rot

(
1

r

d

dr
(rv(r))−→ez

)
= −

−−→
grad

(
1

r

d

dr
(rv(r))

)
∧ −→ez

=
d

dr

(
1

r

d

dr
(rv(r))

)
−→eθ

L’invariance par rotation conduit à une pression ne dépendant que de r, de telle

sorte que
−−→
gradP = P ′(r)−→er .

En projection sur −→er et −→eθ , l’équation de Navier-Stokes conduit aux équations
scalaires suivantes : 

−ρ
v2(r)

r
= −p′(r)

0 = η
d

dr

(
1

r

d

dr
(rv(r))

)

La seconde équation conduit, par intégration, à

1

r

d

dr
(rv(r)) = A

où A est une constante, puis, après une seconde intégration, à

rv(r) = A
r2

2
+B

où B est une constante, soit

v(r) = A
r

2
+

B

r

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux limites ; la vitesse
doit être continue lors du passage de la paroi au fluide en contact

R1Ω1 = A
R1

2
+

B

R1

R2Ω2 = A
R2

2
+

B

R2

ce qui conduit à 
A = 2

R2
2Ω2 −R2

1Ω1

R2
2 −R2

1

B =
R2

1R
2
2(Ω1 − Ω2)

R2
2 −R2

1

En reprenant la première équation, on a

P ′(r) = ρ
v2(r)

r
= ρ

(
A2r2

4
+AB +

B2

r2

)
soit, en intégrant

P (r) = ρ

(
A2r2

8
+AB ln

r

r0
− B2

2r2

)

3. La viscosité n’intervient pas car le champ des vitesses est tel que ∆−→v =−→
0 . Néanmoins, le problème serait différent dans le cas d’un fluide parfait, car la
condition aux limites n’imposerait plus une vitesse de norme RiΩi au contact des
parois.

4. La force surfacique de viscosité exercée par le fluide à l’intérieur du cylindre
de rayon r sur le fluide à l’extérieur de ce cylindre est

−→φ s,visc = −ηr
d

dr

(
A

2
+

B

r2

)
−→eθ = η

2B

r2
−→eθ
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La force surfacique de viscosité exercée par la paroi extérieure sur le fluide est donc

−→φ s,visc = −η
2B

R2
2

−→eθ

Le moment par rapport à l’axe Oz exercée par la force de viscosité s’excerçant sur
un élément de surface dS est

dΓ = −−→ez ·
(
−−→
OM ∧ η

2B

R2
2

−→eθ
)
dS = −η

2B

R2
dS

En intégrant sur toute l’aire de la paroi extérieure, on obtient

Γ = −η
2B

R2
2πR2h =

4πηhR2
1R

2
2(Ω2 − Ω1)

R2
2 −R2

1

5. En appliquant le théorème du moment cinétique au fluide entre les deux cy-
lindres, on a

Γ− Cθe = 0

soit

θe =
4πηhR2

1R
2
2(Ω2 − Ω1)

C(R2
2 −R2

1)

Pour Ω = 5 rad/s, R = 5 cm, e = 1 mm, h = 10 cm, on mesure un angle de
torsion θe = 4, 6oC pour C = 5.10−3 N.m.rad−1. On en déduit la viscosité du
fluide η = 10−3 Pa.s.

7. Fusée – CCINP

8. Écoulements géostrophiques – Centrale

1. L’équation d’Euler s’écrit, dans le référentiel terrestre :

µ

(
∂−→v
∂ t

+
(−→v ·

−−→
grad

)−→v
)

= −
−−→
gradP + µ−→g − 2µ

−→
Ω ∧ −→v

2.

•
(−→v ·

−−→
grad

)−→v a pour ordre de grandeur
U2

L
• 2

−→
Ω ∧ −→v a pour ordre de grandeur 2UΩ

• on en déduit le nombre de Rossby

Ro =
U

2LΩ
= 7.10−2

• le nombre de Reynolds est

Re =
LU

ν
= 1012 ≫ 1

La viscosité est négligeable.
Pour un nombre de Rossby très inférieur à 1, on peut négliger le terme convectif.
Il reste

µ
∂−→v
∂ t

= −
−−→
gradP + µ−→g − 2µ

−→
Ω ∧ −→v

3. a) En régime stationnaire

−→
0 = −

−−→
gradP + µ−→g − 2µ

−→
Ω ∧ −→v

soit

−−→
grad (P + µgz) = −2µ

−→
Ω ∧ −→v

b) Le long d’une ligne de courant

dP̂ =
−−→
grad P̂ ·

−−→
dM = −2µ

(−→
Ω ∧ −→v

)
·
−−→
dM = 0

car
−−→
dM est colinéaire à −→v . P̂ est donc uniforme le long d’une ligne de courant.

c) Lorsque le théorème de Bernoulli est applicable, c’est la somme P +µgz+
1

2
µv2

qui est uniforme le long d’une ligne de courant.

4. a) On a
2UΩ

g
= 1, 4.10−4 ≪ 1 ; le gradient vertical de pression n’est donc

pratiquement dû qu’à la pesanteur.
b)
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−→
Ω x

y

z

λ

⊗

Sur la base terrestre locale, on a

−→
Ω = Ω(sinλ−→ez + cosλ−→ey)

= Ω(sinλ−→ez + cosλ(sin θ−→er + cos θ−→eθ)−→v = v−→eθ−→
Ω ∧ −→v = Ωv(− sinλ−→er + cosλ sin θ−→ez)

Le gradient horizontal de pression est

∂ P

∂ r
= −2µ−→er ·

(−→
Ω ∧ −→v

)
= +2µΩv sinλ

Dans l’hémisphère Nord, sinλ > 0.

— Pour un anticyclone,
∂ P

∂ r
< 0 donc v < 0.

−→v
sens horaire

−−→
gradP

— Pour une dépression,
∂ P

∂ r
> 0 donc v > 0.

−→v

sens antihoraire

−−→
gradP

c) Dans l’hémisphère Sud, sinλ < 0, le sens de la vitesse est inversé.

9. Forme d’un filet d’eau

1. L’ordre de grandeur de la vitesse à la sortie du robinet est v0 telle que D =
πr20v0 soit v0 ≃ 0, 06 m.s−1. Le nombre de Reynolds correspondant à cet écoulement
est

Re0 =
ρr0v0
η

≃ 600

C’est compatible avec un écoulement laminaire. Le modèle de l’écoulement parfait
est pertinent, puisqu’il n’y a pas d’effet de cisaillement provoqué par des parois
solides et que le nombre de Reynolds est grand devant l’unité.

2. L’eau dans le filet d’eau est en chute libre :
D−→v
Dt

= −→g . L’équation d’Euler

ρ
D−→v
Dt

= −
−−→
gradP + ρ−→g

se réduit donc à −→
0 = −

−−→
gradP

ce qui montre que la pression est uniforme dans le jet.

3. Le régime est permanent et l’écoulement est incompressible ; le débit volumique
est donc le même à travers toute surface horizontale. On a donc

πr2v(z) = πr20v0 soit r2v(z) = r20v0

La vitesse v(z) est telle que

1

2
v2 + gz =

1

2
v20 soit v2 = v20 − 2gz
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On en déduit que

r4
(
v20 − 2gz

)
= r40v

2
0 soit z =

v20
2g

(
1− r40

r4

)

4. Lorsque le rayon devient inférieur à une valeur critique rc, les effets de la
tension superficielle tendent à favoriser la formation de gouttes, ce qui permet de
minimiser l’aire interfaciale. L’altitude zc correspondante est telle que

zc =
v20
2g

(
1− r40

r4c

)
Lorsque le débit augmente, |zc| augmente. Il faut toutefois que l’écoulement reste
laminaire, sinon l’étude n’est plus pertinente : l’écoulement devient turbulent et
n’est plus indépendant du temps.
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