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1.

Equilibre d’un fluide — CCINP
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2.

3.

Fluide visqueux entre deux plaques — Centrale

Modele de cyclone — CCINP
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4. Tourniquet hydraulique

1. Soit T le référentiel tournant. Les forces volumiques dans T sont les forces de

pesanteur et les forces d’inertie.

La densité volumique de force est
%
Oy = pgez + prw — 2pwez AT

= — gra §<gz——prw>—2pwez/\7

Ecrivons I’équation d’Euler dans 7 ; on obtient

ot
—2pwez AV

soit

v 11— 1
<8 + - gradv —7/\rot7>:—grad (p+pgz—§prw>

*é 1 1
gra <p-|- pgz + = pv? — §pr2w2> = p7 A (r_0‘>57 + 2we—z>>

2

1
La grandeur p + pgz + = pv? — 3 pr2w? est donc uniforme le long d’une ligne de

2

courant.
2. Le bilan de masse nous donne
D = pSV = 2psv

D’apres le résultat de la premieére gestion, on a
L 1o Loy 1 .59
p(0) + 5pV™ = po + pgh + Spv* = SpLiw
soit

1 1
=po + pgh + 5p(v* = V?) — SpL?w?

D? /1 1 1
= h+ — — ) — ZpL2w?
po + pgh + % <452 52) gPL7w

p(0)

3. D’apres le résultat de la premiere question, on a

1
p(0) + 59‘/2 =po+pg(h+ H)
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soit 1
p(0) = po+ pg(h + H) = 5pV?
2

= H —
po + pg(h+ H) 5952

En égalant les deux expressions de p(0), on obtient
D? D? 1 1 1
h+H)— —— = ht — | -— — = | — =pL?W?
po+pg(h + H) 2552 Po + pgh + 2% <432 52> gPlTw
On en déduit .
D? = 8p?s? <gH + 2L2w2>
soit
D = 2ps+/2gH + L2w?

La rotation accroit la vitesse de la vidange.

4. a) Dans le référentiel terrestre, la vitesse d’éjection est
Ve = Lweg + v(sin Qe — cos ozag)

Le systeme choisi est le liquide en transit a 'instant ¢ dans le tourniquet et le liquide
qui y entre pendant [t, ¢ 4+ At]. On obtient un systéme fermé pendant [t,t + At] en
conservant dans le systeme le liquide sortant pendant cet intervalle de temps.

La masse de liquide entrant est DAt ; le liquide entrant a un moment cinétique nul
par rapport a I'axe Oz.

La masse de liquide sortant est DAt ; le liquide sortant a un moment cinétique Ao
par rapport a I'axe Oz, avec

Ao = DL(Lw — v cos a) At

En régime permanent le moment cinétique par rapport a Oz du fluide en transit
dans le tourniquet a la méme valeur oy aux dates t et ¢t + At. On en déduit le
moment cinétique du systeme fermé a ces deux dates :

a(t) = oy
o(t+ At) = 09+ DL(Lw — vcos @) At
Le tourniquet exerce sur I’eau un couple

I'— Iim o(t+ At) —o(t)
At—0 At
= DL(Lw — vcosa)

Le couple exercé par I'eau sur le tourniquet est

D
cosa Lw)
2ps

I‘zDL(

c¢) La puissance fournie par I’eau au tourniquet est

P=Tw=DLw <Dcosa - Lw)
2ps

Si le systeme est utilisé en moteur, le rendement peut étre défini par

. P Lw (Dcosoz_Lw>

- DgH gil-I 2ps
or
D? = 4p°s® (2gH + L*w?)
donc
2
—— —2gH
4p?s? Dcosa D?
gH 2ps 4p2 52
Numériquement, on obtient
n=0,43

5. Citerne de pompier — CCINP

6. Viscosimetre de Couette

1. En raison de l'invariance par rotation autour de I'axe Oz, il est naturel de
chercher un champ des vitesses de la forme

v = u(r)ejz + v(r)e_g

L’incompressibilité se traduit par

d
div ¥ = 0 soit — (ru(r)) =0
dr
et, en intégrant : ru(r) = Cte. Les conditions aux limites imposées par les parois
donnent
7(R1) = R1916_9> et 7(R2) = R292€_9)
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On a donc
ru(r) = Ryu(Ry) = 0 soit u(r) =0

I reste donc ¥ = v(r)eg

2. L’équation de Navier-Stokes s’écrit, en mouvement permanent
1— — —
p (2 gradv? — U A rot?) = —grad P+ AT

On calcule successivement

. T dr_> L d R
U Aot U =v(r)ed A ;E(rv(r))ez
= UTT)%(T’U(T))B_)

11— 2
igradvz—ﬁ/\ H?z—v (T)e_Z

AT = grad div v — rot 10

— g (S ) A2
— o (3ao0n) @

L’invariance par rotation conduit a une pression ne dépendant que de r, de telle
sorte que graﬁP = P'(r)e,.

En projection sur e et e—g, I’équation de Navier-Stokes conduit aux équations
scalaires suivantes :

La seconde équation conduit, par intégration, a

ol A est une constante, puis, apres une seconde intégration, a

2
ro(r) = AE +B

ou B est une constante, soit
B

r
Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux limites; la vitesse
doit étre continue lors du passage de la paroi au fluide en contact

r
v(r) = A§ +

R B
Ry = A=+ ==
£ B
Qy=A—2 + —
RoQYy 5 +R2

ce qui conduit a
- 2R§Qg — R3Q,

B’
5 BiR3(Q — Q)
R

En reprenant la premiere équation, on a

v2(r A%pr? B?
P'(r) zp% =p<4+AB+r2)

soit, en intégrant

A?r? r B2

3. La viscosité n’intervient pas car le champ des vitesses est tel que AV =
0. Néanmoins, le probleme serait différent dans le cas d’un fluide parfait, car la
condition aux limites n’imposerait plus une vitesse de norme R;(2; au contact des
parois.

4. La force surfacique de viscosité exercée par le fluide a 'intérieur du cylindre
de rayon r sur le fluide & I'extérieur de ce cylindre est

d (A B\_ 2B,
?S,Uz’sc = —777’% <2 + 1"2> ey = TITTEB
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La force surfacique de viscosité exercée par la paroi extérieure sur le fluide est donc
2B _,
as,mﬁsc = -0 ) €
R

Le moment par rapport a I’axe Oz exercée par la force de viscosité s’excercant sur
un élément de surface dS' est

—— 2B 2B
dl' = —e} - (OM A 772673) dS = —n=—dsS
R3 Ry

En intégrant sur toute l'aire de la paroi extérieure, on obtient

2B 47T77hR%R% (QQ - Ql)
= —n=22nRoh =
TR, T R -R?

5. En appliquant le théoreme du moment cinétique au fluide entre les deux cy-
lindres, on a

r-Cco.=0
soit
0 — 4mnhRIR3(Qy — Q)
‘ C(R3 — RY)
Pour @ = 5 rad/s, R = 5 cm, e = 1 mm, h = 10 cm, on mesure un angle de

torsion 8, = 4,6°C pour C = 5.1072 N.m.rad~!. On en déduit la viscosité du
fluide n = 1073 Pa.s.

7. Fusée — CCINP

8. Ecoulements géostrophiques — Centrale

1. L’équation d’Euler s’écrit, dans le référentiel terrestre :

o — — —
u(at+ (7 grad) 7) = —gradP+pug —2ud AV
2. )
U
° (7 - gra ) 7 a pour ordre de grandeur A
° 26 AT a pour ordre de grandeur 2U()

e on en déduit le nombre de Rossby

e le nombre de Reynolds est

LU
Re:7=1012>>1

La viscosité est négligeable.
Pour un nombre de Rossby tres inférieur a 1, on peut négliger le terme convectif.
Il reste

oY

MW:fgraquLu?fQuﬁ/\?

3. a) En régime stationnaire
H _>
ﬁ: —grad P+ pug —2ut AT

soit

grad (P + pgz) = 72;;&_)) AT

b) Le long d’une ligne de courant

dp = @P-m:—m(ﬁ%?)-mzo

.) A
car dM est colinéaire & ¥/. P est donc uniforme le long d’une ligne de courant.

1
c¢) Lorsque le théoréme de Bernoulli est applicable, c’est la somme P + pgz + 5 pv?

qui est uniforme le long d’une ligne de courant.

209

4. a) On a

pratiquement da qu’a la pesanteur.
b)

= 1,4.107% <« 1; le gradient vertical de pression n’est donc
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2l

Sur la base terrestre locale, on a

0= Q(sin A&Z + cos \ey)
= Q(sin Ae; + cos A(sin e, + cos feg)
v =vep
GAT = Qu(—sin e, + cos Asin fe})

Le gradient horizontal de pression est

P
—a = —2,ue_,>. . (ﬁ A 7) = +2uQvsin A
ar

Dans ’hémisphere Nord, sin A > 0.

opr
— Pour un anticyclone, a7 < 0 donc v < 0.
r

sens horaire

aP
— Pour une dépression, a9, > (0 donc v > 0.
r

sens antihoraire

¢) Dans 'hémisphere Sud, sin A < 0, le sens de la vitesse est inversé.

9. Forme d’un filet d’eau

1. L’ordre de grandeur de la vitesse a la sortie du robinet est vg telle que D =
7révg soit vg =~ 0,06 m.s~1. Le nombre de Reynolds correspondant & cet écoulement

est
PTovVo

Reg = ~ 600

C’est compatible avec un écoulement laminaire. Le modele de I’écoulement parfait
est pertinent, puisqu’il n'y a pas d’effet de cisaillement provoqué par des parois
solides et que le nombre de Reynolds est grand devant I'unité.

DY
2. L’eau dans le filet d’eau est en chute libre : D = ? L’équation d’Euler

DV
p=t = —grad P+ pg
Dt
se réduit donc a R
0 = —grad P

ce qui montre que la pression est uniforme dans le jet.

3. Le régime est permanent et I’écoulement est incompressible ; le débit volumique
est donc le méme a travers toute surface horizontale. On a donc

mr2u(z) = mrivg soit r?u(z) = révg

La vitesse v(z) est telle que

1 1
51)2 +g9z= 51}8 soit v? = vg — 2¢gz
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On en déduit que

v2 i
rt (US — 2gz) = rjva soit z = 2—0 (1 — 0)
Y

4. Lorsque le rayon devient inférieur & une valeur critique r., les effets de la
tension superficielle tendent a favoriser la formation de gouttes, ce qui permet de
minimiser I'aire interfaciale. L’altitude z. correspondante est telle que

B 1)3(1’"3>
C_2 4
g Te

Lorsque le débit augmente, |z.| augmente. Il faut toutefois que I’écoulement reste
laminaire, sinon ’étude n’est plus pertinente : 1’écoulement devient turbulent et
n’est plus indépendant du temps.




