Opérateurs différentiels

[Opérateurs diftérentiels

I Champs scalaires et champs de vecteurs

1 Définitions

Un champ scalaire est une application qui & un point M de l’espace associe un
scalaire f(M).

Un champ de vecteurs est une application qui a un point M de I’espace associe un
vecteur Z(M)

2 Circulation d’un champ de vecteurs le long d’une courbe

Circulation sur un segment — Soit C4p un segment de courbe limité par les
points A et B la circulation du champ de vecteurs A sur Cap est :

Cap M

r:/ A(M) - dOM. A
Cas

Circulation sur une courbe fermée — Soit C une courbe fermée orientée; la
circulation du champ de vecteurs X sur C est :

.
r= ng(M) - dOM.

Le symbole §£ signifie que le point M ef-

fectue un tour sur la courbe fermée.

3 Flux d’un champ de vecteurs a travers une surface

Flux a travers une surface ouverte — Soit X une surface ouverte de bord C; la
courbe C étant orientée, le flux du champ X a travers la surface est 'intégrale :

by = // A(M) -7 dSy

ol 7 est orientée par la "régle du tire-
bouchon”.

Flux a travers une surface fermée — Soit ¥ une surface fermée; le flux du
champ X a travers la surface est l'intégrale :

By = # A(M) -7 dSu

ot 7 est orientée vers I'extérieur.
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IT Différentielle

1 Différentielle d’une fonction réelle d’une variable réelle

f étant une fonction réelle d’une variable réelle z — f(x), on appelle différentielle de
f, notée df, 'application linéaire dr — df qui réalise la meilleure approximation de
Paccroissement f(x + dz) — f(x).

Dans le cas d’une variable unique, une application linéaire est une multiplication par
une constante A, soit
df = Adx

En effectuant le développement a l’ordre 1 de f au voisinage de z, on peut écrire
f(x +dz) — f(z) = f(x)dx + o(dz) donc A = f'(x)
On en déduit que
df = f'(z)dx

Ceci justifie la notation différentielle de la dérivée :

=2

d(f +9) = df +dyg
Regles de calcul élémentaires :

d(fg) = gdf + fdg

Le théoreme de dérivation composée (f ou) (z) = (f(u(z)) = o' (z)f (u(zx))
se retrouve tres facilement en utilisant la notation différentielle

df  df du

dr ~ dudz

2 Dérivée partielle d’une fonction de plusieurs variables

Introduisons cette notion sur I’exemple d’une fonction de deux variables :

(z,y) = f(z,y).

Si on gele la variable y pour la considérer comme un parametre, on définit une fonction
d’une variable  — Fy (). Si la fonction Fy est dérivable, on définit la dérivée partielle
de f par rapport a x par

of

L) = Fy (@)

Les deux variables jouant des roles symétriques, si on gele la variable = pour la

considérer comme un parametre, on définit une fonction d’une variable y — G, (y).

Si la fonction G, est dérivable, on définit la dérivée partielle de f par rapport & y par
of

37/(:& y) = GL(y)

3 Différentielle d’une fonction réelle de deux variables réelles

f étant une fonction réelle de deux variables réelles (x,y) — f(x,y), on appelle
différentielle de f, notée df, application linéaire (dx, dy) — df qui réalise la meilleure
approximation de accroissement f(x + dz,y + dy) — f(x,y).

Dans le cas de plusieurs variables, une application linéaire n’est plus une simple mul-
tiplication par une constante A, mais une combinaison linéaire

df = Adz + Bdy

En effectuant le développement & l'ordre 1 de f au voisinage de = en gelant y, on peut

. 0 L . .
écrire, en notant —f la dérivée partielle de f par rapport a x

Oox

fle+dx,y) — f(z,y) = g—i(x,y)dx + o(dx) donc A = %(m, Y)

On en déduit que

df = %(%y)daf + %(w, y)dy

4 Dérivées partielles secondes et théoreme de Schwarz

0
Les dérivées partielles —f et sont elles-mémes des fonctions de deux variables,

dx dy

susceptibles d’étre dérivées. On utilise les notations condensées :

o%f _ 0 (0F\ 0% _ 90 (0f
922 oz \dz) © Oxdy — Oz \ Oy
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Pour une fonction de classe C?, le théoréme de Schwarz indique que lordre des
dérivations est indifférent, soit

02 f B 02f

dxdy  Oydx

IIT L’opérateur gradient

1 Définition

L’opérateur gradient est un opérateur différentiel qui s’applique a un champ scalaire
(fonction scalaire dépendant de I'espace et du temps) et le transforme en un champ
vectoriel (vecteur dépendant de l'espace et du temps). Il se lit <« gradient » ou < na-
bla > et se note :

grad f(M, 1) ou V (M, 1)

Soit f un champ scalaire; df désignant la différentielle de f, le gradient de f est le
champ de vecteurs grad f défini par :

df = grad f - d

=|

Conséquences :

e Le vecteur g—gl f(M,t) est perpendiculaire & la surface de niveau de f passant
par M a l'instant t.

e Le vecteur gradient est orienté vers les valeurs croissantes de f et sa norme
mesure le taux de variation spatiale dans la direction de plus grande pente.

2 Expressions

a En coordonnées cartésiennes

M t) = f(,y,2,1)

af(xa%zvt)?_’_af($»y72at)—> af(x7yazat)—)

—
gradf(x,y,z,t) = dx T ay €y B €z

Ou plus simplement

Of

gradf_— +a—fe—> 8—fe—;

Q>
N

b En coordonnées cylindriques

f(Mt) = f(r,0,2,1)

0 10 0
gradf——f_z—kfaf”g_}—kafﬁ_)

¢ En coordonnées sphériques

f(Mat) = f(?’,&(p,t)

_ﬂ—> }ﬂ—> 1 af—>
gradf ar et 699+rsm98<p“0

3 Propriétés

L’opérateur gradient est un opérateur linéaire et vérifie donc

grad (af + Bg) = agrad f + Bgradg avec (a, ) € R?

Le gradient d’un produit de champs scalaires vaut :
= — —
grad fg = fgradg + ggrad f

ou f et g sont deux fonctions de I'espace et du temps.

IV L’opérateur divergence

1 Définition

L’opérateur divergence est un opérateur différentiel qui s’applique & un champ vecto-
riel et qui renvoie un champ scalaire. Il se lit < divergence > et se note :

div A(M,t) ou V- A(M,1)
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La divergence est une densité volumique de flux.
En choisissant un domaine D infinitésimal autour d’un point M, on peut exprimer la
divergence dans un systeme de coordonnées quelconque.

2 Expressions de la divergence
a En coordonnées cartésiennes

On montre, en calculant le flux a travers un petit parallélépipede de cotés dx, dy, dz
ayant pour coin le point M(x,y, z), que l'expression en coordonnées cartésiennes de
la divergence est :

. 0A, 0A, OJ0A,
leX_ ox + dy + dz

b En coordonnées cylindriques

o 10(rA) 104, DA,
d”X’? ar r o060 " a:

¢ En coordonnées sphériques

) 1 0(r?A,) 1 0 (sinfAy) 1 0A,
leX_ﬁ or rsinf 06

rsinf O

3 Propriétés
L’opérateur divergence est un opérateur linéaire et vérifie donc

div (aZ + Bg) —adivA4 + ﬁdiv§ avec (a,f) € R?

La divergence d’un produit vaut :

div(fA) = fdivA + 4 - grad f

4 Théoreme de Green-Ostrogradski

Le flux d’un champ de vecteurs a travers une surface fermée X limitant un domaine
tridimensionnel D peut s’exprimer par 'intégrale sur D de la divergence de A.

/// div A (M)dry = # A (M) dSy.

MeD Mex

V Opérateur rotationnel

1 Définition

L’opérateur rotationnel est un opérateur différentiel qui transforme un champ vectoriel
en un autre champ vectoriel. Il se lit rotationnel et se note

ot A(M,t) ou ¥ A A1)

Le rotationnel possede une signification intrinseque : c’est une densité surfacique de
circulation. En choisissant une surface orientée d.Sy; infinitésimale autour d’un point
M, on peut exprimer le rotationnel dans un systeme de coordonnées quelconque.

5Cr = 55 F(M) - d T as = (70t (M)) - A8

Mel

2 Expressions du rotationnel
a En coordonnées cartésiennes

On montre, en calculant la circulation le long de petits rectangles de cotés (dx, dy)
(dy,dz) et (dz,dx) ayant pour coin le point M (z,y, z), que expression en coordonnées
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cartésiennes du rotationnel est :

L (04 0A)N L, (04 DA\ (D4, A
rot _<8y 0z €+ 0z Oz ey + Ox Oy ©

b En coordonnées cylindriques

rot =

— (18Az 6A9>_> <8AT aAZ)_> (18(7‘/19) 16A,.>_>
- - & — e+ (= - =

r 00 0z 0z or r Or r 00

¢ En coordonnées sphériques

— B 1 O0(sinfAd,) 0Ag\— 1/ 1 0A, 0(rdy)\ —
i = rsin9< 00 0¢ T \sing 0¢ or 0
1 /0(rdg) 0A\ =
* 7‘( ar ae)e“’

3 Propriétés
L’opérateur rotationnel étant linéaire, on a
ot (aZ—I—ﬁ?) = ar_o‘EX—Fﬁr_ot)? avec (a, ) € R?
Le rotationnel d’un gradient est nul
ot (gﬂi f) _0
La divergence d’un rotationnel est nulle.
div (rot 4) =0
Le rotationnel d’un produit

rot (f4) = frot A + grad (f) A 4

z

4 Théoreme de Stokes

La circulation d’un champ de vecteurs le long
d’une courbe fermée orientée C limitant une
surface ouverte X est égale au flux a travers
> du rotationnel de

// rot A(M) - dSy = 95 A - dbyy

MeX MecC

V1 L’opérateur laplacien

1 Le laplacien scalaire

Définition

— L’opérateur laplacien scalaire est un opérateur différentiel d’ordre

deux qui transforme un champ scalaire en un autre champ scalaire. Le laplacien
scalaire s’obtient en prenant la divergence du gradient et se note Af(M,t) :

Af = div (gﬁif).

Expression en coordonnées cartésiennes — On en déduit immédiatement que :

2 2 2
_o°f o°f O°F

Al = 0z?  0y? 022

Expression dans d’autres systémes de coordonnées
immédiat ' de montrer que, en coordonnées cylindriques :
9%f 10f
or? ror

19 (,91) 24

T ror T@r 072

102f  a2f
af 2902 T oL
ou

Af

1. Et ce n’est pas & connaitre!

— Il est moins
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et, en coordonnées sphériques :

_ 9% 207 1 a<

Af=91 =297 9
! or? r8r+r28in989

8f>+ 1 0%f

1 07 - ¥
SrY r2sin? 0 0 g2’

10 [ ,0f 19 (. of 1 a2

Af=L9 (290 9 (G2l ) 4 L 21

T= ey (’“ 8r>+r281n989 (Sm 89>+r251n298¢2

2 Laplacien d’un champ de vecteurs

ou

Définition — Le laplacien s’applique également & un champ vectoriel. Dans ce cas
il renvoie un autre champ vectoriel et se note

AA

Il est défini par :

AA = grad (diVZ) _ 7ot (r_o%X)

Expression en coordonnées cartésiennes — Un calcul fastidieux montre les
deux expressions pratiques suivantes :

e 924 924 924

0x? * 0 y>? * 022

AA = AAE + AAE, + AALE]

Expression en coordonnées cylindriques —

— | e,

or? +r2 0062 + 022 +7" ar 12 96  r2
Ay 1A, Ay 104 204, A\
A - (aﬂ T T2 Trar T2 06 _7"2>69
82Az+i82Az+62A2+18A2 s
0 22 r2 002 or? r Or e

(EJZAT 10%°A,  9*A, 104, 204, AT)_>

VII Opérateur nabla

? est un opérateur vectoriel qui se manipule algébriquement comme un vecteur de

9 9 9
Oz 0y Oz

composantes ( ) sur la base (e_;, @), e_g)

Il permet d’écrire les opérateurs usuels :

grad f =V f
dvA=V. 4
ot A=V A
Af=V2f
A4 =VA

Il permet de retrouver aisément la plupart des identités utiles citées dans le paragraphe
suivant, mais il ne permet pas de retrouver les composantes de la divergence
et du rotationnel en coordonnées cylindriques ou sphériques.

VIII Théoremes utiles

Application de deux opérateurs d’ordre 1 — Ces résultats sont tres impor-
tants !
ﬁ
rot grag f) =0
— (— —
rot | rot X) = grad (le Z) — AX
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Commutation du laplacien avec les opérateurs d’ordre 1 :

(erad f) = grad (Af)
(div X) = div (AX)
(r’o%X) — ot (AZ)

A
A
A

Dérivation de produits — Ce sont aussi des résultats de grande importance dans
la pratique des calculs.

grad (fg) = f grad f + g grad f
div (fZ) —gradf- A+ fdivA
rot (fZ) — grad fAA + frot 4

div (A7 B) =B ot 4 -4 1wt B

1 Formules du gradient et du rotationnel

Ce sont deux conséquences de la formule de la divergence, qui transforment une
intégrale triple en intégrale de flux :

/// grad f dr = # f1dS  formule du gradient

D

/// r_0t> X dr = # A ZdS formule du rotationnel
D

On peut retrouver les formules de la divergence, du gradient et du rotationnel par la
regle mnémotechnique de substitution ci-dessous :

///D dr—¢f dS

v oW

IX Champs remarquables

1 Champ de gradient

Définition : X est un champ de gradient s’il existe un champ scalaire ® tel que

—
= —grad ®. ¢ est appelé potentiel scalaire de A.

Propriété caractéristique : Une condition nécessaire et suffisante pour que Z
soit un champ de gradient est que son rotationnel est nul.

b A =0 30, 4 — —grad @.

Circulation d’un champ de gradient : La circulation d’'un champ de gradient
ne dépend pas du chemin suivi :

" A (M) - dM = B(M;) — B(My);
My

en particulier, elle est nulle sur une courbe fermée :

yéX-dTJ:o.
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2 Champ de rotationnel

Déﬁnitiog) : Bestun champ de rotationnel s’il existe un champ de vecteurs A tel
que B = rot A. A est appelé potentiel vecteur de B.

Propriété caractéristique : Une condition nécessaire et suffisante pour que §
soit un champ de rotationnel est que sa divergence est nulle.

divB =0 34, B = ol 4.
Flux d’un champ de rotationnel : Le flux d’un champ de rotationnel a travers

une surface fermée X est nul :
# B dS = 0.

3 Décomposition canonique

Théoréme de décomposition — Tout champ de vecteurs est la somme d’un
champ de rotationnel et d’un champ de gradient.

Théoréme de Helmholtz — Dans le cas particulier d’'un champ vectoriel 7 in-
finiment différentiable et & support borné? , on peut donner une expression explicite

des potentiels dont dérive V' : on a, en notant D le support de

V(M) = tot A(M) — grad o(M)

Cin /// r0||tP1;M||
o /// dlﬁMn

avec

2. Nul en dehors d’un domaine borné.




