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Meilleure note : Premiére partie

Moyenne :

Ecoulement d’un fluide visqueux
autour d’une sphére
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Deuxiéme partie

A memristor is a pipe whose
diameter varies

Extrait de Mines-Ponts 2017 Physique 1 PC

A. Modélisation d’un écoulement

1. On reconnait un écoulement de Poiseuille.

— L’écoulement est stationnaire donc ¥ ne dépend pas du temps t,
— Le systéme est invariant par toute rotation autour de l'axe des z (les
effets de la pesanteur sont négligeables) donc o ne dépend pas de 6.
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— L’écoulement se fait selon le tuyau donc selon er

Le champ des vitesses est de la forme : | ¥ = v(r, z)e,

2. Equation locale de conservation de la masse :

op
[625 +d1v,u7—0j

On a un écoulement sationnaire homogéne et incompressible, il vient div v =

0, soit ? = 0. v ne dépend pas de z. On a donc ¥ = v(r)e—z>
z

3. D’aprés I’équation de Navier Stokes :

,u(%? o - grad(?))z—@P+nA7

—

L’accélération locale est nulle : ot =0.
— 0
L’accélération convective est également nulle : (7 . grad) v = (Uﬁ) v =
z
0

L’équation de Navier-Stokes s’écrit (c.f. formulaire pour l’expression des
opérz%eurs en cylindrique) :
D —
Py = grad (P) + nAY
—
T=— grad (P) +nA7

— d? 1d
=—grad (P)+7 dTZ + ”) .

rdr
0P oP 1d [ do(r)
==y U gy ety ( ir )m
o
D'ou oP nd ( dv(r))
0=—2— 4 12 (41
9z rdr r

De la premiére équation on déduit que P ne dépend pasde r:| P(r, z) = P(z) |-

La deuxiéme équation devient donc :

P _nd (Tdv(r))

r

dz  rdr

Le premier membre de 1’égalité ne dépend que de z et le second membre ne
dépend que de r. Les variables r et z étant séparées, ces deux termes sont
égaux a une méme constante K. On a donc

dpP
dz
P(z) = Kz + K’ avec les conditions aux limites P(0) = P, et P({) = Ps.

=K

Et on a bien

P, — P,
avec K== c
14
. Ona i <rdv(r)> = 57".
dr r n
K
Soit rdv(r) =—r’+ K
r 2n
dU( ) - K K1

r 277 +7

Or v(r) ne peut diverger en r = 0 donc K7 = 0. Par conséquent :
dv(r) K
2
v(r):4—r2 + Ky avecla CL. v(a)=0
1
K
[(2:—*(12
4n
Finalement
_ Pe — Ps 2 2) -K 2 2

On obtient un profil de vitesse parabolique.
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La vitesse est positive si K est négatif, ce qui est le cas.

5. Le débit volumique du fluide qui traverse le tuyau correspond au flux de la
vitesse & travers une section. Il s’écrit :

Dyo=[[ 7(T).d§aveccﬁ = dr.rdfe,
=y v(r).2mr.dr

Pe - Ps a
:Tngzﬂ- fO (TG/Q — 7'3) d’r
P, — P, r2q?  r4]°
= .. - —
2nl 2 41,
Soit
rat Kra*
Dot = — (P. — P,) = —
[ vol 877[ ( e s) 877
Ka? K
6. La vitesse est maximale pour r = 0. On a v(0) = — 4(1 = Yy avec —— =
n
8D1)0 .
%. On obtient :
Ta
2Dvol
vy =
0 ma?

7. Par définition le nombre de Reynols est le rapport entre 1’accélération convec-
tive multipliée par la masse volumique du fluide et I’équivalent volumique des
forces de viscosité.

UL vo .
On a Re = P avec L =2a et U = 21. On en déduit
N Ta
Re = 2pDvol
m™a

B. Reésistance hydraulique

8. La loi de Poiseuille montre que le débit volumique varie linéairement en fonc-
tion de la différence de pression amont-aval. Cette loi est donc analogue a la
loi d’Ohm. On obtient une loi analogue en introduisant la notion de résistance

thermique en diffusion thermique.

14 P T
I Dvol ¢
‘/2 - Vl = RI P2 - Pl = Rhydeol T2 - Tl = Rth(I)

9. L’expression précédente du débit volumique s’écrit en introduisant la résis-
tance hydraulique :

4
Ta
Dvo ) Pe - Ps
z o ( )
= . Pe - F)s
R ( )
. 8nl
Soit Rhyd = @
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Troisiéme partie
Débitmeétres pour eaux usées

Extrait de Centrale Supelec PC 2015

A. Deéversoir a seuil mince en canal ouvert

1. (a) Le débit volumique étant le méme en amont de la pelle et a ’abscisse de
la pelle, on a

h
vih = /Ug(Z)dZ < V2,mae(H — h)
H
On en déduit que

h
U2,mam > mvl or H — h <K h dOnC > V1

(b) En supposant 1’écoulement irrotationnel et stationnaire, I’équation d’Eu-

ler se réduit a

1 — —
p(§ grad v?) = — grad (P + pgz)

1
La somme P + =pv? 4 pgz est donc uniforme ; en écrivant sa valeur aux
points M et Ms, on obtient

1 1
Py + —pvi + pg(h — H) = Py + —pva(2) + pgz

2 2
soit
vs =v? 4 2g(h — 2)
ce qui conduit &

vy = v/2g9(h — 2)

en négligeant v? ; notons que ce résultat n’est manifestement pas correct
pour z ~ h.

2. Le débit volumique est le flux de 73 a travers la section de fluide au-dessus de
la pelle, soit

Q= hO]H\/2g(h — 2)Bdz

h—H
=B\2g [ u'?du
0

= Byag W]y "

= 2Byay(h— H)*"?

On obtient le résultat de ’énoncé en posant

Az%B\/E

3. L’onde parcourt la distance 2(hs — h) ; la durée A¢ d’un aller-retour est donc

telle que

2(hs — h) = c¢At soit h = hs — %‘t

La célérité du son dépendant de la température, il faut connaitre T pour
déterminer h.

B. Jaugeur Venturi en canal ouvert

1. (a) Nous avons montré que, pour un écoulement irrotationnel et stationnaire,
la somme P + = pv? + pgz est uniforme ; soit P; sa valeur. En un point

de la surface libre, la pression est Py et z = h(zx), donc
L
P = Py + 5pv°(2) + pgh(e) = Po + pgH ()

On en déduit que
P -P

2g

La charge spécifique est donc uniforme.

H(z)

(b) Le débit a pour expression

Q =v(z)h(z)B
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On en déduit 'expression de la charge :

Q2

H = hiw) + 2gBh?(x)

Pour une valeur donnée de @, la variation de la charge en fonction de la
hauteur est représentée par la courbe ci-dessous
H

torl\entiel fluvial /

(¢) La valeur h. de h séparant le régime torrentiel du régime fluvial est celle

ul annule la dérivée —, soit
q dh’

9\ 1/3
o (&
gB?

La vitesse correspondante est

Q gQ\'"?
Y~ Bh, <B>

La charge spécifique correspondante est

1/7Q2\'* 3
~net3(5m) =g

2
H, = he+ =%
29

dH
Au voisinage du régime critique, la dérivée an est, en valeur absolue,

dH
variation de la charge provoque une grande variation de la hauteur de la
surface libre.

. . s ) dh o .
trés petite devant 'unité ; il en résulte que |——| > 1. Ainsi, une petite

(d)

()

Le débit est

Q = Bhv avec v = /2g(H — h)

soit
Q = Bhv\/2g(H — h)

L’allure de la courbe est la suivante

Q

Qmaz ”””””””””
torrenml

0 2
gh
Le débit est maximal pour % = 0 soit pour h = %H ; on retrouve
le méme rapport Vi que dans le régime critique étudié a la question
précédente. Le régime torrentiel correspond & h < %H et le régime fluvial
correspond a h > ;H .

Le canal d’approche permet d’avoir un écoulement en régime fluvial et
parfaitement calibré en amont du canal de mesure.

Le débit volumique est le flux de la vitesse a travers une section du canal,
soit

Q = B'Ulhl = bUQ(ZL')hQ(.’E)

cas du jaugeur noyé —



DS 4 : correction

PC* 2024-2025

h1 est la solution de I’équation Hp(h) = @ dans le domaine fluvial et ho
est la solution de I'équation Hy(h) = @ dans le domaine fluvial.

Dans le convergent, la transformation est représentée par le segment AB
ou A a pour coordonnées (hy, H) et B a pour coordonnées (ho, H).

Dans ce cas, on a ho — h; < 0; la conservation de la charge s’écrit

2

2
v v .
I+ 5 = B 52 soit v — o = 29(h — ha)

On en déduit que vy > v ; dans 'approximation vy > vy, la vitesse vy
est

vy = \/2g(h1 — h2)
On en déduit le débit volumique

Q = bhgvg = bhg Zg(hl — hg)

cas du jaugeur dénoyé — Il y a passage au régime critique dans le canal
de mesure; la charge y est donc égale a

2 1/3
u_ (@
2 \ gb?

2

v
h1+712h1
29

La charge en amont est

10

En supposant qu’il y a conservation de la charge dans le convergent, on

en déduit que
o\ 1/3
o 3(@
2 \ gb?

/8
Q=" 2*79’1?

Numériquement, on vérifie que

soit

8
— ~ 0,544
27 ’

ce qui conduit & un résultat en accord avec I’énoncé. Pour hy = 50 cm
et @ = 1000 m3.h~! = 0,278 m®.s™!, on obtient b = 0,46 m.

Si b est trop petit, le nombre de Reynolds n’est plus suffisamment grand
pour que les effets de la viscosité restent négligeables.

(e) Un jaugeur noyé nécessite la mesure de hy — hy, mesure délicate car les
courbes sont trés prés de leur asymptote. En revanche, un jaugeur dénoyé
ne nécessite que la mesure de h;.

Quatriéme partie
Physique du skimboard

Extrait de Centrale-Supélec PC 2011

I Calcul de la résultante des forces pressantes
s’exercant sur la planche

A. Reésultats préliminaires

Q1- Prenons comme systéme ’eau sous la planche entre I'abscisse x et ’abscisse
x7. Les échanges de ce systéme ouvert avec I'extérieur s’effectuent & travers
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Q2-

Qt-

la surface S(x) d’abscisse x et d’aire Lh(z) et la surface Sy d’abscisse zp
et d’aire Lhy. Le débit massique entrant par S(z) est +pLh(x)v(z) et le
débit massique sortant par St est pLhrV. L’écoulement étant stationnaire,
la masse d’eau entre = et xp est indépendante du temps; on a donc
pLh(z)v(x) = pLhrV soit

(A(@)v(@) = bV

L’équation locale de conservation de la masse s’écrit de fagon générale

Ip | .. _
a-ﬁ- div (p ) =0

soit, puisque p est uniforme et indépendante du temps :

dv, Owv,
v Yz _ 0. En supposant o

8:c+8,z

m en intégrant.

Soit = v(z)ug, on a v'(z) = 0, soit &

Cette relation est en contradiction avec la relation précédente : le paradoxe

v, 0 vy
0z ox
donc avoir une divergence nulle, méme avec un champ des vitesses d’expression
approchée U = v(x)uy avec v'(z) # 0.

provient du fait que |v,| < |v,| n’'implique pas que < . On peut

— —
Dans le cadre de ce modéle ¥ = v(m)@, alors rot ¥ = 0 on peut supposer

I’écoulement irrotationnel.

L’écoulement est permanent, incompressible et irrotationnel et on néglige 'in-
flurance de la pesanteur. Le théoréme de Bernoulli indique que la grandeur

1
p+ = pv? est uniforme dans tout le fluide. On le démontre & partir de I’équation

d’Euler qui se réduit, en négligeant les forces de pesanteur :

(%?—!-lgr?lv 7/\r_ot>7>=—gr?1p

L’écoulement étant irrotationnel et stationnaire, et p étant uniforme, on a

— 1
grad (p + 2pv2) -0

11

B. Calcul direct

Q5- Soit x désignant l'abscisse d’un point situé sur la surface mouillée de la
planche, le théoréme de Bernoulli nous donne

1 1
p(@) + 5pv(@)* = po+ 5pV*

E?(x) —po = %sz [1 - hf(i)D

h([L‘) - hT
rr — T

[h(x) = hp + (xr — z) tan oz)

Q6- Géométriquement, on a tana = , soit

Remarque : 'angle a est supposé petit : tana ~ a.
Q7- On suppose que la pression de ’eau au contact de la surface non mouillée de
la planche est pg. La résultante totale des forces de pression F' que les fluides

exercent sur la planche posséde deux composantes : = leTg + inTZ) .

Pour x < x4, la pression de 'eau est égale a la pression de ’air. Les forces
pressantes se compensent. Pour z € [x4,z7], la différence de pression entre
Pair sur la face supérieure et l’eau sur la face inférieure crée une force F ﬁ,
ol 0 = sinaw, + cos i, est le vecteur unitaire normal a la plaque orienté
de I'eau vers I’air. On obtient F' par intégration sur la surface mouillée, soit

=T
-1/ 5”‘/2 [1 hi‘é)]

dx
hr ?
ZoV2 1—
pV f[ (hTJr(xTx)tana) ]dw

po Ld[E

A

or
hr

2 2
rr — T
=1+t
(hT—i—(:cT—x)tana) (+ ana hr )
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Q8-

soit, en reportant dans 'intégrale précédente

1 Ty —
F=—-pV?L [ 2
RPVOL | 20—

Dans le cadre des faibles valeurs de l'angle «, on a
(xp —x4)% ~ 02
et

ha — hr
halp,

« sin «v
~

hr — hrp

 hplym

2
F= pV P e, (1hT>

puis F, = F cosa ~ F de la forme

[Fz = 'OTVQLzmu - )\)]

On obtient

hr
A= T
ha

avec

2
Enfin, on a [Fr = Fsina ~ %Lém(l — /\)]

Soit T un point situé a l’arriére de la planche. Le moment des forces de pression
par rapport a T est

ﬂz/m/\d?w)

zA

12

Q9-

Q10-

—
oun TM = —(ar — x)uz + tana(xT —x uz et

4F = (pla) — po) Lot = V2L [

] 271 est la somme des forces
de pressantes s’exercant sur la bande [z, soit

L
] osa Y

<>h

./T/l> fpVQLf x —x7) {

~ v f v a7) {

Le moment par rapport a axe (T; uy) est

M:/\_/{.@:

avec

1
K= ipsz

Pour que le sportif soit & 1’équilibre dans R, il doit se positionner a la distance
¢, de l'axe (T;QTy)), de sorte que la somme des moments des efforts sur la
planche soit nulle, soit

1
M = {,mg ce qui détermine [Ep = ngQLme(/\)]

4m

Calcul par un bilan de quantité de mouvement

En choisissant comme systéme fermé 3, ’eau contenue dans le volume situé
sous la planche entre les abscisses x4 et x7 et celle qui va pénétrer dans ce
volume entre les dates t et t + dt, on a

P.(X) =Py + D,,dtva ala date t
et
Py(S) = Py + DydtV a la date t + dt
D,,dt D,,dt
VATl Vi,
—_ > —_

Systéme & la date t Systéme a la date ¢ + dt
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On en déduit que soit
pLhrV?(1 —X) = haL(pa — po) — Fy
4P.(5) (1=2X) ( )

dt

= D (V = v4) = pLhgpV(V = AV) or

R

AP (%)
dt

Q11- On note pa la pression en @ = x4 : pa = p(ra). X est soumis aux forces

1
pa—po=5pV?(1 =27

= pLhrV?(1 — )\)] ce qui donne

R F, = 1pv2L [(1=A%)hy —2(1 = A)hr)

= —pV2Lhy [(1 =A%) = 2X(1 — \)]

horizontales
— Fa =pahaL de la part du fluide d’abscisse inférieure & x 4 ; = —pV2Lha(1 = \)[1+ X —2)]
— Fr = —pohrL de la part du fluide d’abscisse supérieure a xr ;

= —pV2Lhs(1 = \)?
— F! de la part de la planche. p Al )

_ 2
La force ? exercée par les fluides sur la planche est = 5PV L(ha = hr)(1 = X)

- = —pV2L{,, sina(l — \)
? = _F/ + ?air—)planche + ?jet%planche 2
Dans le cas des petits angles, sin o >~ « donc

? jet—splanche €5t compensée par la force exercée par I'air sur ’aire correspon-

1
dante de la face supérieure de la planche puisque les pressions sont égales a pg F, ~ - szLﬁma(l -\
s ) 5 . . i 2
de part et d’autre. Il reste donc la force exercée par ’air sur la partie mouillée
de la planche, soit On retrouve les résultats obtenus par la méthode précédente.

_)
F=—F + poLly(—7)

En projection sur i, on obtient o .
T’ I Mouvement de la planche dans le référentiel ter-

Fy=—F} = poLly 7 - ug restre
—F! —poLly, sina

= —F! —poL(ha — hr) Q13- Le théoréeme de la résultante cinétique (systéme sportif et planche dans le
référentiel de la plage galiléen de vitesse V = —Vﬁgg) s’écrit
La somme des forces horizontales sur ¥ est finalement o
/ -m—— = I
Fa+ Fr — F, =pahal — pohrL — F; —poL(ha — hr) dt
0=F,—mg

[FA + Fr— F, =haL(pa —po) — sz
Q12- On applique le théoréme de la résultante cinétique au systéme X ; en projection
sur u_;, on obtient

Dans 'approximation des petits angles, on a F,, ~ Fa et F, ~ F, soit

av _

a -~ 9°

dP, (%)
dt

=haL(pa —po) — Fx

R Q14- On suppose hp connu.

13
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(a) Avec
1oy — ha— hr 2Emoz géma
ha ha hr
I’équation F, = mg devient
1 2«
ZoV2Lim= —
27 hr g

On en déduit

0 — 2mghr
™\ pV2La

(b) Sil'angle « est constant, il est nécessaire que la vitesse V' dépasse une
valeur minimale pour que £, soit inférieure & la longueur de la planche.
(¢) La largeur de la planche est L = 70 cm, sa longueur L’ = 1,40 m. Le
skimboard a été lancé avec une vitesse initiale V(t = 0) = 2,7 m.s™! et
faisait un angle constant pratiquement égal & a = 2,0°. On a tracé figure
3 la courbe £,,(V,a = 2,0°) avec les paramétres du probléme (m = 35

kg, g = 10m.s72, hy = 2,0 cm, p = 1,0 x 10% kg.m~3).

lm (m)

47

37

2_

LI

17
\ \ \ \ \ \ \
06 08 1 12 14 16 138

V (m-s71)

Graphiquement, on peut estimer la vitesse minimale & V3 = 1 m.s™
I’angle « est constant, la vitesse varie selon la loi

V(t) =V — gat
La vitesse minimale est atteinte & la date t; telle que
Vo—V1
go

V1 = VO — gOétl soit tl =

1

. Si

14

La distance parcourue a la date t est
1
d(t) = Vot — 5gont2
soit, & la date t;

1
dl = Votl — Egat%
. Vo— W1 1
i Vo 2(Vo %))
Vo =V1)(Vo + W)

2ga

Numériquement !, on obtient

d1 = 9, 4 m.
Q15- Le modéle néglige la poussée d’Archiméde et la viscosité.

III Nécessité du jet d’eau

Q16- En choisissant, comme systéme fermé X, 'eau contenue dans le volume ha-
churé figure 4 et celle qui va pénétrer dans ce volume entre les dates ¢ et
t+dt, le débit massique entrant est D1 = pV L(h + ) et les débits massiques
sortants sont Dy = pV Lhp et D3 = pV Lé.

Dsdt
fVu—:Z 2
-—> DY Y 2
Vg
—_—

Systéme a la date t Systéme a la date t + dt

on a .
P,(X) = Py + DydtV ala date t

et -

P.(X) = Py + (D3 — D3)dtV a la date t + dt
soit .

dP, (¥

&) _ V(Dy — Dy — D3) = —2pLV?6
dt  |g

1. attention & exprimer a en radians!
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Q17-

Q18-

On applique le théoréme de la résultante cinétique au systéme X ; en projec-
tion sur , on obtient, comme la pression est uniforme et égale & pg sur les
frontiéres fluides :

dP, (%) "
dt  |p
soit
F, =2pLV?§
et V2%
F, 2
F,o~ "% — 2pLV70
o o

« étant petit, on peut ainsi avoir une grande valeur de F.

En utilisant les données numériques de la question Q14 pour une vitesse V =
2 m.s~!, on obtient

15



