Ondes4 : Propagation dans les milieux linéaires

[Propagation dans les milieux linéaires

I Propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma peu dense

I.1 Interaction avec le plasma
a Modele du plasma peu dense
b OPPM em transverse

On étudie la possibilité de propagation selon u. d’une onde plane progressive monochromatique (OPPM)
électromagnétique transverse.

— —
En notation complexe : E(M, t) = Eexp [i(wt — k- ?)}, avec k = kus et Eg, = 0.

k
Relation de structure : E(M, t)=— <_z> A E—1()>> exp [i(wt — ? . 7)}, By, = 0.
o Lo

¢ Mouvement des charges

OV (M,t)
57 = —eﬁ(]\/[, t)

Me

d Conductivité complexe du plasma

. . s . . — .
On introduit j le vecteur densité de courant électrique et j en notation complexe. On a :

L?mmozyxﬁumo]

imaginaire pur.

1.2 Relation de dispersion

_)
La relation de dispersion est la relation entre la pulsation w et le vecteur d’onde k& d’une onde monochro-
matique. On 'obtient a partir de ’équation d’onde ou par découplage des équations de Maxwell. Dans un
plasma peu dense, on a :

W™ — Wp n0€2
= avec wp =

€QMe

e Siw > wp alors k est réel. L’OPPM se propage dans le plasma.
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. : o 1 c
e Siw < wp alors k est imaginaire pur, k = ig avec 0 =

W123 — w?
On obtient une onde de la forme :

E(M, t) = Egexp <_§> cos (wt + )

On reconnait une onde évanescente (onde stationnaire atténuée).

On a alors E(M, t) = é (u_>z /\E(M7 t))

Bary - BAB (w%:_ )

z T
5 . exp <—7) cos (wt + o + —)
c w

) 2

Le champ électrique et le champ magnétique vibrent en quadrature de phase. Par conséquent la valeur
moyenne temporelle du vecteur de Poynting est nulle.

Une onde évanescente ne transporte en moyenne aucune énergie électromagnétique.
1.3 Vitesse de phase
a Définition
On appelle vitesse de phase notée v, la vitesse de propagation d'une OPPM dans un milieu. Par définition :

w

%" Re(k)

b Dispersion

Lorsque le vitesse de phase dépend de la pulsation de 'OPPM, le milieu est dit dispersif.

c Cas du plasma

w c
Dans un plasma une OPPM transverse se propage si w > wp :| v, = = %
wp
Rl

Un plasma peu dense est un milieu dispersif.

ITI Propagation d’une onde électromagnétique dans un conducteur oh-
mique

On étudie la possibilité de propagation d’onde plane progressive monochromatique (OPPM) électromagnétique

selon 172

— — —
En notation complexe : E(M,t) = Eyexp [i(wt — k 7)}, avec k = kuy et Eo, = 0.

Relation de structure : E(M, t) = k (UZ) A ES) exp [i(wt % 7)}, By, = 0.
w £o

2
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II.1 Caractéristiques du milieu

On exploite le modele de Driide.
L’effet des collisions sur les électrons de conduction est modélisé par un force de frottement visqueux :

Me e . . . ..
7 = ——°7 avec T temps caractéristique entre deux collisions (milieu dense).
T

Pour le cuivre 7 ~ 10714 .

Mouvement des électrons de conduction :

me% = e - eE(M, £)
ot T
1
Avec les notations complexes : | o (M, ) = . 7ﬁ(M, t)

me 14+twr™

On note j (M,t) le vecteur densité de courant électrique.

2
1
Z(M7 t) = +n06 T. ﬁ(M,t) =7 X E(M7 t), loi d’Ohm locale

Me 141 wT

1 noe2r

—F et
1+ wr Me

On pose | v =0 , conductivité statique.

I1.2 Relation de dispersion

Hypotheses :

—
o wr L1, y="0,J ZVOB,
e La densité volumique de charge est nulle,
e OPPM em transverse.

2
Relation de dispersion : | k? = w—z — iwo g, k est complexe!
c
On peut poser : k = k' — ik” avec k' = Re(k) et k” = —Sm(k).

On a alors E(M, t) = @exp (—k”z) exp (i(wt — k'2)). On reconnait
e une partie propagative : exp (i(wt — k'2)) liée & la partie réelle de k, dans le sens des z croissant si
K >0,
e une partie atténuation du champ au cours de sa propgagation : le terme en exp (—k”z) liée a la partie
imaginaire de k.

I1.3 Effet de peau

On se place dans le cadre des ’ARQS "magnétique” : on néglige le courant de déplacement devant le courant
de conduction.
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a Equations de Maxwell simplifiées

MG divE =0 M® divB =0
MF rotﬁ 6? MA 6%1_3):“07

b Equation de propagation

¢ Relation de dispersion

k* = —ipowyo

d Vitesse de phase, épaisseur de peau

1
Onak:\/@ﬂl) Onposek’zWetk”:&:W_

On a alors : E(M,t) = @exp (—k”z) exp (i(wt — K'2)).

w 2w
Cela correspond a une onde qui se propage a la vitesse de phase | v, = 7=\ sur une distance
Ho7o
P 2
caractéristique | 6 =
Ho7yow

IIT Propagation dans un milieu neutre défini par son indice complexe

ITI.1 Généralités

On considére une OPPM em se propageant selon % dans un milieu défini par son indice complexe n :

[k«u) = n<w>‘jj

%
Le champ électrique peut écrire sous la forme : E(M 1) = Eo exp [ (wt — k: 7)] avec k =k = @gﬁ
c

On considere le milieu comme neutre.
Les équations de Maxwell en notations complexes s’écrivent :
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MG —ik -E=0 M —ik-B =0

c
On retrouver une structure similaire a 'OPPM em dans le vide en remplagant ¢ par —.
n

TAE

C

Relation de structure : E =n

II1.2 Cas d’un diélectrique transparent

Dans un milieu transparent il n’y a pas d’absorption : k et n sont réels.
= —
E(M,t) = Egexp |i(wt — & - 7)

@ A E(M,t)

et E(M,t):n .

II1.3 Vitesse de phase

Soit v, la vitesse de phase de 'onde. Par définition

I11.4 Paquets d’ondes, vitesse de groupe

On s’intéresse uniquement aux effets dispersifs. Par conséquent, on néglige I’absorption et on a k(w)

réel. Le vitesse de phase v, dépend de w.

a Modele du paquet d’onde

Rappel : Pour une fonction & support borné (c’est-a-dire une fonction nulle hors d’un domaine borné)

Transformée de Fourier : On définit la transformée de Fourier d’un signal temporel f(¢) par

+oo
£ 1 —jwt
flw) = m_é f(t)e 7" dt.

Théoréme d’inversion : On montre que le signal temporel peut étre reconstitué a partir de sa transformée

de Fourier par

“+oo
f(t)=\/12—ﬂ / f(w)etitd.
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Ceci signifie donc que f(t) peut étre considéré comme une superposition d’une infinité de fonctions si-
nusoidales.
1

— ().

Spectre : Le spectre est continu; il est décrit par la fonction w —

Si on note T 'extension temporelle de f (intervalle de temps sur lequel f a une valeur significative) et dw
la largeur spectrale de f (intervalle de pulsation sur lequel f a une valeur significative), on a une relation

entre ces deux extension :
Tow ~ 21

Exemple du train de sinusoide : morceau de sinusoide de durée 7. La transformée de Fourier de cette
fonction est

+o00 S +7/2 S +7/2
. 1 A A . A
- _ —Jwt 3y — ZM —Jwt 34 m —j(w—wo)t —j(w+wo)t
f(w) N / ft)e 7« de N / cos(wot)e ¥t dt Nor / (e +e )dt
—0o0 —7/2 —7/2

soit,

_ ST [Sin((w —wo)7/2)  sin((w + wo)T/Z)]
2V/2r1 (w—wo)7T/2 (w~+ wo)7/2 ’

ST
2421

ce qui peut s’écrire,

(sinc((w — wp)7/2) + sinc((w + wo)7/2)) .

Représentation temporelle train d onde Spectre train d onde
1.00 1
1.75 4
0.75 1
1.50
0.50 1
1.25 4
0.25 1 °
2 1001
I B | 21
0.00 =
—0.25 Eo7s
—0.50 1 0.50
e o /VWVVV\WW\/V\ WWVVWVVVV\W
—1.00 A 0.00
-10 -5 0 5 10 15 0 5 10 15 20 25
temps pulsation

Définition : Un paquet d’ondes est un ensemble d’OPPM dont la somme est une fonction d’extension
temporelle finie ou superposition d’un nombre fini ou infini d’OPPM de pulsation proche d’une valeur
centrale wy.

On note s(z,t) une composante du champ ﬁ(M, t) se propageant selon u;. On a s(z,t) = Re(s(z, t)) avec

00 +oo
s(z,t) = /A(w) exp [i(wt — k(w)z]dz avec A(w)= % / s(0,t) exp(—iwt)dt
0 —00

Pour un paquet d’ondes centré sur wy :

wo+dw/2
s(z,t) = / A(w) exp [i(wt — k(w)z] dz

wo—0dw/2
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Exemple du paquet d’ondes gaussien :

2
1
s(0,t) = Spexp |— (ti) cos(wot) et A(w)= Soto exp {——t%(w - w0)2] avec wotp > 1

0 PN 4

Représentation temporelle paquet d ondes gaussien Spectre paquet d onde gaussien
1.0 1
1.0
0.8
0.5
3 0.6
2
0.0 £
[= 1
£ 04
-0.5
0.2 A
-1.0
0.0
-10 -5 0 5 10 15 0 2 4 6 8 10 12
temps pulsation

I11.5 Propagation dans deux cas particuliers

a Deux ondes de fréquences voisines

Somme de deux signaux sinusoidaux de fréquences proches
6

—_ 5
— 5
s1+5s;
2
4 VvV

temps

b Paquet d’ondes gaussien, propagation

¢ Vitesse de groupe

Un paquet d’ondes se met sous la forme d’une onde moyenne de pulsation wy de propageant a la vitesse de

w
phase v, = m dont 'amplitude est modulée par une enveloppe sa propageant a la vitesse de groupe :
c(K\Wo
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d Exemples de vitesses de groupe

IV Réflexion et transmission d’une OPPM em a l’interface entre deux
milieux

IV.1 Position du probleme

a Conventions et onde incidente

On considere 2 milieux séparés par une surface plane en z = 0.

L’onde incidente se propage dans le milieu 1 selon les z croissants, dans la direction Oz normale a la surface

plane séparant le milieu d’indice n; réel (demi-espace z < 0) du milieu d’indice ny (demi-espace z > 0).

On étudie le comportement a l'interface d’une onde plane progressive sinusoidale polarisée rectilignement
_>

selon e;..

Le champ électrique a pour expression :
E(z,t) = Egexp (wt - ﬁz) er,
nw sy 23 .
avec k; = =——. Le champ magnétique s’en déduit par la relation de structure :
— c

E
L2 /\E(z,t) = mc 0 exp (wt — ky 2) e_y>.

Bi(z,t) =

OH3

b Onde réfléchie et onde transmise

Le champ électrique de 'onde réfléchie a pour expression :

By (2,1) = By exp (wt + k12) &,

Le champ magnétique s’en déduit par la relation de structure :

nlE

E(z,t)———ez/\E (z,t) = —= Oexp (wt—Hﬁz)

c
Le champ électrique de 'onde transmise a pour expression :

E(z, t) = Eyexp (wt — ko) e,

Le champ magnétique s’en déduit par la relation de structure :

ﬁ( ez/\ﬁzt fi2 B exp(wt—kgz)_>

Posons E.g = rg Ey et Ey = tg Ep. Les coefficients rg et g sont respectivement le coefficient de réflexion
et le coefficient de transmission du dioptre.

IV.2 Coefficients complexes de réflexion et de transmission en amplitude

Les relations de passage conduisent alors au systeme suivant :

n1 — Ny

1+'I" :t E::
- dont les solutions sont ni+ng
n (1 r ) not y 2ny
1\t —TEg)=nalp p=———0o
- mtng
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IV.3 Cas de deux milieux transparents

Les indices des deux milieux sont réels.

On a
ny —no
rpE = ———
n1 + no
2n1
tp = ———
n1 + ne

Le champ électrique de I'onde incidente a pour expression :

E(z, t) = Egexp (wt — k1 2) ez,

Le champ magnétique s’en déduit par la relation de structure :

= E
Bi(z,t) = Mo exp (wt — k12) €.

Le champ électrique de 'onde réfléchie a pour expression :

%

Ey(z,t) = rpEyexp (wt + k12) e_x>,
Le champ magnétique s’en déduit par la relation de structure :

— E
Bi(z,t) = — ATEZ0

xp (wt + k12) €.
Le champ électrique de 'onde transmise a pour expression :

E(z, t) = tpEyexp (wt — kyz) g,

Le champ magnétique s’en déduit par la relation de structure :

= tepk
By(z,t) = M2E20 exp (wt — koz) 2.
— c

On obtient la démonstration du phénomeéne de déphasage a la réflexion d’une onde provenant d’un milieu
d’indice ni sur un milieu d’indice ng > n;.

Bilan énergétique

Le vecteur de Poynting a pour expression :

— dans 'onde incidente :

— 1
II, = —ﬁz A B; = gEg COSQ(wt - nlz/c)e_;.
Ho Hoc
— dans 'onde réfléchie :
— 1 = =
II, = —F,.A\B,
Ko

nlr%
Hoc

E2 cos®(wt 4+ nyz/c)er

ni(ni —n2)® E§ N
= —————— — COS OJt“—n zZ/C)e
(n1 4+ mn2)? poc ( 12/e)es
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— dans 'onde transmise :
= 1 —
IT; = 73 N By
Ho

dngn?  E?
= %12—0 cos?(wt — ngz/c)es
(n1 + n2)? poc

Sur le plan z =0, on a

— — — (n1 — n2)2 — 4712711 n1 2 2 —
I, -1+ 11, = (1 — —F, t

' et ( (n1 + n2)? Hoc o cos(wi)e:
—

Cette équation traduit la conservation de I’énergie a la traversée du dioptre.

On appelle souvent coefficients de réflexion et de transmission en énergie les rapports :

<7Dr> _ (Pt>
Py ()

ou P; est la puissance par unité de surface transportée par ’onde incidente, P, est la puissance par unité
de surface transportée par 'onde réfléchie, P; est la puissance par unité de surface transportée par 'onde
transmise. Ces coefficients s’expriment aisément en fonction des indices par

R:

(n1 — ng)?
(n1 + ng)?
4
T— @t% _ &12
ni (ny1 + nz)

2
R=rg =

La conservation de I’énergie se traduit alors par

1=T+R

IV.4 Cas de l’interface vide-plasma

a Modélisation

SN X

Vide | Plasma

Une onde plane progressive harmonique polarisée rectilignement se propage dans le vide dans la direction

—
E = ‘Egei(wt—%z)

€z;
Elle rencontre en z = 0 un plasma de conductivité « occupant le demi-espace z > 0. Ceci donne naissance
a une onde réfléchie _ _
1 w
= @Eoel(wt+ c Z)

&

et & une onde transmise

|

= @E)bez (wtikipz)

10
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avec
1-mo
7T
tg = 2
- 14mn9
w
et@:@;.

b Equations locales dans le plasma

La densité de courant est reliée au champ électrique par

2 2
7:7 XE: _Z.TLOC E: —Z'GQ—PE

- = MeWw

et la densité volumique de charge est nulle. Les équations de Maxwell se réduisent donc a :

divB =0
rotﬁ 8§

ot

divE =0
rot§ — (——i—w)ﬁ

w

On en déduit la relation de dispersion

2 2
k‘ A =wr-uwh

c Coefficients de réflexion et de transmission pour w > wp

2

. .. P w . w
k, est réel positif : k, = —————— =ngo—, soit | ng =1/1 — —‘g
—= c —c w

Le champ magnétique se déduit du champ électrique par ’équation de Maxwell-Faraday qui s’écrit, en
représentation complexe

. .
~iwB, = ~ikpe. N By

soit
3
— T2
B; = we—;/\ﬁt
C
On a
w?
1—y/1-=L
TE = =
w
1+4/1- 2L
w
2
lg = 5
w
1+4/1--2L
w
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Les coefficients de réflexion et de transmission en puissance sont donc

2
1—W1—f%
R=| ——%
w2
14+4/1- %
w
2

2
2
T — _vp
2 w2
w
1+4/1-—%
w
On vérifie que
R+T=1
d Coefficients de réflexion et de transmission pour w < wp
2,2
. Vit w o s
@ est imaginaire pur : k, = —17 = @z, soit | ng = —i 2 1

Les coeflicients de réflexion et de transmission deviennent complexes :

2
w
14/ —5 -1
- w
TE = 5
w
1—iy/ L -1
w2
2
g = 5
w
1—iy/ L -1
w?

On voit que |rg| = 1; on en déduit que

T=0

Le coefficient de transmission en puissance est nul puisqu’il n’y a pas de propagation dans le plasma. Celui-ci
se comporte donc comme un miroir parfait.

IV.5 Interface vide-conducteur

12
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IV.6 Complément : dioptre plan en incidence oblique

a Propagation des ondes incidente, réfléchie et transmise
Yy

()

Choisissons le plan (e—;, e_;) comme plan d’incidence. Le vecteur d’onde de ’onde incidente s’écrit

= mw ) .
ki = — (cosies + sin ze_y))

ou i désigne ’angle d’incidence.

Les deux milieux n’étant pas conducteurs, les champs électrique et magnétique au voisinage de z = 0 satisfont
aux relations de passage :

€_z> : (-Ei(x’yvoﬂf) - Ez(xvyvovt) -

7|

T(a;y,O,t)) =0

/\(Etxy,ot Emy,Ot E';(x,y707t)>:

&)

it
[if

&)

— — —
A <Bt(xay707t) - Bi(x7y)07t) - Br(x7y)07t)> =

Il y a donc continuité du champ magnétique et du champ électrique tangentiel & la traversée du dioptre.
Cette fois, seule la composante selon e_y> du champ électrique est continue. Il faut donc des études séparées
selon les états de polarisation.

Supposons qu il existe une onde réfléchie et une onde transmise, toutes deux harmoniques, de pulsations
respectives w’ et w” et de vecteurs d’onde respectifs k: et k.

La continuité de ? a linterface
= —> —
Vr, Vy, { Bi(x,y,0,t) + By(z,y,0,t) = By(z,y,0,t)

conduit a o
(niwsiniy
I\ — .
Boe \ ¢ 1 Braelrawtbry—'t) = Bl ko by
Cette identité devant étre satisfaite & tout instant, w’ = w” = w.

Cette identité devant étre satisfaite pour tout x, k., = ki = 0. Ceci établit la premiere loi de Descartes
pour la réflexion et pour la réfraction : les vecteurs d’onde k, et k; sont dans le plan d’incidence.

= =
En introduisant ’angle de réflexion r et de réfraction ¢, on peut écrire les les vecteurs d’onde k;, et k; sous
la forme

— niw .

ky = ——(— cosres + sin re_?j)
c

— now .

k; = ——(coste, + sin te_y>)
c

13
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Reprenons a nouveau la condition de continuité de § en z = (0; cette identité devant étre satisfaite pour
nw . . . mw naw . nw . . . . .
tout y, kyy = kyy = ——sini, soit ——sinr = ——sint = —— sin. Ceci établit la seconde loi de Descartes

c c c c
pour la réflexion et pour la réfraction :

1=r

nisint = ngsint

b Cas d’une polarisation dans le plan d’incidence

Supposons le champ électrique polarisé dans le plan d’incidence ; le champ magnétique est alors orthogonal
au plan d’incidence, donc dirigé selon e4. Si on note p|| le coefficient de réflexion en champ électrique et 7 le
coefficient de transmission en champ électrique, la continuité de la composante sur 7 du champ électrique
s’écrit

FEo(cosi + pjcosi) = Egrj cost

tandis que la continuité de § s’écrit

me - P = "2&7\\
C C
Soit
cost
L4 py =237
n2
L=p =5

et, apres résolution :
nicost — ng cost

Pl = -
I n1cost + ngcost

2n1 cost

=

n1cost + ng cost
Dans le cas particulier ¢ = 0, on retrouve

ny —ng
p = —
I n1 + no
2n1
=
n1 + no

On voit aussi que ’on peut annuler le coefficient de réflexion ; en effet, si
nicost —nocost =0
I’onde est intégralement transmise. Compte tenu de la seconde loi de Descartes, cette condition peut s’écrire
sintcost —sin¢cost = 0

soit
sin 2t = sin 27
s
Excluons le cas t = ¢ = 0 déja étudié; on a une autre solution 2t = 7 — 2¢ soit ¢t = 5 1; la loi de Descartes

donne alors
n1sint = ng CoS 1

ce qui détermine un angle d’incidence particulier iz, appelé angle d’incidence de Brewster tel que
n
tantp = =2
ni

pour lequel la transmission est totale.

14
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¢ Cas d’une polarisation orthogonale plan d’incidence

Supposons le champ électrique polarisé orthogonalement au plan d’incidence, donc dirigé selon e ; le champ
magnétique est alors paralléle au plan d’incidence. Si on note p, le coefficient de réflexion en champ électrique
et 7, le coefficient de transmission en champ électrique, la continuité de la composante sur es du champ
électrique s’écrit

Eg(l + pL) = EoTL

tandis que la continuité de ﬁ s’écrit

E E
ny cosi—o(l —pL) =ng cost—OTL
c c

soit
14+p) =71
N9 cost
l—py = T
71 COS 1

et, apres résolution :
n1C0ST — Ny cost

pPL = ;
n1Cc0St + ngcost
2n1 cos 1t
T = ;
N1 oSt 4 ng cost
Dans le cas particulier ¢ = 0, on retrouve
ny —n2
pL=—"—
ny + ng
2711
T = ——
n1 + n2

On ne peut plus annuler la coefficient de réflexion ; en effet, si
n1c081 — ngcost =0
on obtient, compte tenu de la seconde loi de Descartes
sintcost —sin¢cost =0

soit
sin(i —t) =0

dont la seule solution valide (i = 0) ne correspond pas & une annulation de p; .

Coefficients de réflexion et de transmission
| n =1 n,=15

05

0 20 46— 60 80
angle d'incidence
(degrés)

P
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