Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2025-2026 le 27/09/25

PC* Devoir Surveillé N°1 durée 4h

Probleme 1 : Intégrales et suites

et

n!

Pour tout 7€ N, on considére les fonctions f, définies sur R* par: VieR* £ (¢ ) =

1) Tracer le tableau de variations de fn sur R" et déterminer le maximum de fn sur R”

2) Déterminer un équivalent de fn (n) lorsque 1 —> 400

+00
3) Déterminer ’ensemble D des valeurs de x € R pour lesquelles I’intégrale J-o e't*dt converge et

vérifierque R™ < D

+o0 +o0
4) Montrer que VneN J-o f,(t)dt existeetque VneN .[0 £, (t)dt=1.
+ Lope
Dans la suite du texte , onpose Vxe R™ VneN H, (x) == I e't"dt
nt<x

5) Exprimer H, (x) en fonction de J-o /. (t )dt , montrer que 1, estde classe C " sur R et calculer

H,(x)

n

6) Déterminer pour n €N fix¢, limH, (x) et lim H, (x)
x—0

X—>+0

7) Pour x € R" fix¢, déterminer lim H (x)
n—>+00
n ok

, ; n
Dans la suite du texte onpose VneN u =e ]
k=0 K

—n

8) Ecrire la formule de Taylor reste intégral pour une fonction f de classe C"*' sur [a ,b]

n k n—t ,n
. n‘ ne
9) Endéduire que VneN" "= —+ dt
= k! ‘0 nl
10) Montrer que Vn € N' u,=H, (n)
n+l —t n+l

n+l t e n
11) Montrer que U, —Uu,,, = J- (—ldl‘ -
"o (n+

e —_—
)! (n+1)!
12) En déduire que la suite (”n )neN* est décroissante ( on pourra utiliser 1) ) et convergente vers une limite

Ie[O,l[
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Probléme 2 : Autour de lintégrale de Dirichlet
Les parties sont indépendantes

*On rappelle la caractérisation séquentielle de la limite : Soit / un intervalle et @ une borne de /. f une

fonction définie sur / et L € Rou C ( éventuellement L peut étre égale a +ou — I’infini ). On a alors :

limf(x):L <> Pour toute suite (u ) de [ telleque lim u, =a,ona lim f( )ZL

X—>a n—>+0 n—>+00

* On pourra utiliser sans démonstration la propriété : Vit >0 |sin t| <t

. +o §1n ¢ 7sint +o §1n ¢

Soit 7 R et f ()= | )= —dt et J(a)= | dr .
0 T ta
I Convergence et convergence absolue
1) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur & pour que [ (Ol) converge
. . . . . +0 COS ¢
2) En effectuant une intégration par parties, exprimer J (0[ ) en fonction de & etde J- — dt.
Tt

En déduire que J (0() converge si & > 0 et en déduire le domaine de définition de f* ( ¢’est-a-dire I’ensemble

des a tels que f (Ol) converge )

3) Montrer que si & >1 alors J (0!) converge absolument

k+ ﬁ
4) Pour k € N, calculer I ‘sm ‘dt

nq (k)x [sin ]
5) On pose S, = — .En encadrant .[ —ad montrer que
pa k' km t
2 nx |S1 2 ) )
Vn>2 —a(Sn —1) SJ- ——dt<—S§, . En déduire que J(a) converge absolument si et
T Tt T

seulement si o > 1
6) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur & pour que f (a) converge absolument

II Limitede f en0eten2

Dans tout le paragraphe, on suppose que & € ]0 , 2[ ( On rappelle alors que | (a) est convergente )

1) On pose K I Lnta’l‘ et L( ) J’:OC Sintdt

tO!

a) Considérons une suite quelconque (”n )neN d’¢éléments de I’intervalle ]0,2[ qui converge vers 0 . Montrer

que lim K (u,)=1-cosl. En déduire £iL1%K(a)

n—>+00
) ) +0 81N ¢
b) Etablir une relation entre L (a ) et .[
1 ta+2
sint .
¢) En majorant .[ dt| , déterminer lim L (0{ )
1 g2 a—0

d) En déduire lim f (@)
a—0

2) On pose F(O() = rml_C—OStdt

0 ta+l
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a) Montrer que F (a ) converge (pour & € ]0,2[ )

b) Montrer que f(a)=aF(a).

¢) On pose VieR" (o(t)zl_C—OSt

3 . Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et quelle
t

admet un minimum sur [0,72']. On pose U = ]\[ﬁn (p(t) ( on ne demande pas de I’expliciter ). Justifier que
tel0,7

]
u>0

=1—cost
d) Montrer que f(a)ZaJ-OﬂdtZa,u ;T

ta+l

e) En déduire lim f (Ot)
a—2

I Caleulde f(1)

((2n+1)1)

/2 Sil'l
Pour n € N | on pose 1}7:_[ - dt
0 sint

1) Montrer que 'intégrale [, converge,que Vn>=1 [ =1 | etendéduirelavaleurde /, ,

/4 I 1 i
2) On pose Vie |0,— l//(t) =———— ,. Montrer que I est prolongeable par continuité en 0 et

2 sint t

. o , 1 T
montrer que la fonction ¥/ ainsi prolongée est de classe C* sur [0,5}
J, =" (t)sin((2n+1)t)d
= m + .
Onpose J, .[0 g//(l‘)s (( n )t) t
3) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que lim J ,=0
n—>+0
T (2n+1)z/2 sinu +o Sint
4) Montrer que J, = By — jo du , En déduire la valeur de jo —drt
u t

IV Etude d’une série

o §in ¢ /4
On rappelle que j —dt=—.
o ¢ 2
1 sin (7 x n
On pose V, :.f M dx pour neN et u, =(—1) v,
O x+n

1) Montrer que la suite (Vn) est décroissante et converge vers 0 ; En déduire que la série ZLtn est

+00
convergente. On note S = Zun

n=0
wi sin(7t)

2) Montrer que “n:j —2dt

n t

Sln(l+lj
n

En déduire la valeur de S et montrer que

. +o §in ¢
VneN j

—dt
t

n
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Probléme 3 : Séries
k
+00 (_1) o

On rappelle que z— =e
k=0 k!

On considére la suite (an )neN définiepar oy =1 et VneN a = (n + l)an + (—l)n+1

k o B k
On pose ﬂnznlz% et p, = z%
k=0 : k=n+1 i

1) Montrerque VneN o eN
2) Montrerque VneN [ €Z
3) Expliciter 3, ., —(n +1) B, etendéduireque VneN a,=p,

4) Préciser le signe de p, en fonction de n
5) Montrer que Vne N n! | pn| < —1 Montrer que I’inégalité est stricte ( on fera intervenir 0, — 0, ., )
n+

6) En déduire que pour tout entier 7 > 1, ,6’” est ’entier le plus proche de e'n!

: :(_1)n+l Jn

1
Onpose §,=e¢ 'n!-f , Jn:jox"exdx et v

7) Montrer que la série Zvn converge

8) Montrer que &, =e ' v, . En déduire que Z§n converge
Indication : appliquer Taylor reste intégral a la fonction exponentielle pour a=0 et b=-1

9) Déterminer une relation entre J,,, et J, . En déduire un équivalent de J, quand 7 —> +00 et en déduire

n

la nature de Z|§n| et Z—

n

~+00 xk

On pose A:—jole"ln(l—x)dx. On admettra que Vxe]—l,l[ ln(l_x):_ZI

=1
0 k
On pose pour X € [0,1 [, S, (x) = Zex % et A = jolSn (x)dx
=1

10) Montrer que I’intégrale A4 converge

. o o S
11) En appliquant le théoréme de convergence dominée a (Sn )neN* , Montrer que 27 =
k=1 e



