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Probléme 1 : Niveau Centrale/Mines
Notations

On note N I'ensemble des entiers naturels, R I'ensemble des réels et M, I'ensemble des matrices n x n 3 coefficients réels.
Dans tout le probléme, X est un espace vectoriel de dimension n > 2 sur le corps des réels et ¢ un

non nul de X.

Soit B une base de X, on note Tk la matrice représentant ¢ dans cette base.

On note Ker(t) le noyau de ¢, Im(t) I'image de ¢ et rg(t) = dim Im(t) le rang de &.

On dit que t est une homothétie si c'est un multiple scalaire de I'identité.
Onnmldrendanaphisneidmtiﬁdex.I,lamaﬁoeiduﬂtédeM.etOhmatrioenullequdlesmeaoimtasdinm
Onappdlepojacteurunmdomorphismepdexidempotmt.c'est-é—dimtelquep’:p.On note alors g’ = Id—p le projecteur
associé.

| - Traces et projecteurs
SiA=(ae‘,-)1w‘.stélémentdeM,,onappellemdeAlenombreréelsuivmt:

) =3
i=1

1) Soient A et B é&éments de M,, montrer que tr(AB) = tr(BA).

2) Montrer que la trace de la matrice Tjg associée a ¢ est indépendante de la base B.
On appelle #race de t, notée tr (), la valeur commune des traces des matrices représentant ¢. On dit que la trace est
un invariant de similitude. '

8) Soit p un projecteur de X. Montrer que 1g(p) = tr (p).
4) Montrer que, si 'endomorphisme s est une somme finie de projecteurs p;, i € [1,m}, alors :

tr(s)eN e tr(s)>r1g(s)
La fin du probléme a pour but d’établir la réciproque de cette propriété.

Il - Projecteurs de rang 1

On suppose dans cette partie que p est un projecteur de rang 1.
Soit C = (fi,f2,-* »fa) une base de X adaptée 3 la décomposition X = Im(p) ® Ker(p), c'est-a-dire que f est un vecteur

directeur de Im(p) et (fa,-- -, f) une base de Ker(p). |
8) Démontrer qu'il existe 4 €ER tel que potop=p-p (tétanttoqioursﬁ:nédms[.(x)).

6) Montrer que, dans la base C, la matrice représentant ¢ s’écrit : ‘l

Te = (les x représentant des réels quelconques) (11)

ol ;s est le nombre réel dont Pexistence découle de la question 5 et B € Mn-1.
] Montrer que si g/ o£op’ n'est pas proportionnel & ', alors B, définie en (1.1), n’est pas la matrice d’une homothétie.
On rappelle que p’ =1d - p.

Il - Endomorphismes différents d’une homothétie

On suppose dans cette partie que I'endomorphisme ¢ n'est pas une homothétie.
8) Démontrer qu'il existe un vecteur z € X tel que z et ¢(z) ne solent pas liés (c’est-a-dire ne soient pas colinéaires).




est de 1a forme suivante : @

9) Montrer qu'il existe une base B = (€1, €2, ..., eq) dans laquelle la matrice T

I X eer X

0
1
Ty = 0 A o AEMpn-1.
0
est nulle.

10) Endédnhequedtr(t)=0,ﬂexhteumbm8’dmlaqueliehdiagomledeTﬂ .
pourra raisonner par récurrence sur 77
Soit (d;)iep,n) unesuindennombmtwsv&iﬁanttr(t)=zdt- Lo e e )

=
diagonaux d; et d,.
11) Endhnendonn:&démontxuqu’ﬂexistembanﬂdamlaqmﬂeﬂsﬂpoméla;‘?:qmd'umpw:‘ot?lgd.l
Soit d € R, on admettra qu’en dimension n > 3, il existe un projecteur £ de X, de rang 1,
et d'autre part £ ot o £’ ne soit pas proportionnel 3 ¢ =1Id — £.

12)Endimensionn)3,&l’aidedesquestion38et7,démontrerqu’ilexisteunebmecdamhqueﬂe]amatﬁm

Te= . B ol B n’est pas une matrice d’homothétie.

13)&1dimensionn>3,démomparrécum %l exi o
" hsda,ie[l,n]. qu emsteunebaseBdans]aque]le]amaﬁmeTgapourélm

Prodiia 2 .
Les questions 1) 2) 3) sont indépendantes

Soit N € M, (R) une matrice nilpotente, c*est-2-dire Ik € N N*=0.0npose A=I,+N \
Soit u € L(R®) telle que N =Mat, (u) avec B Iabase canonique de R”. \

1) Supposons N° =0 et N* 20 (V est nilpotente d’indice 3 ) ‘:
2) Soit a€ R’ tel que u”(a)# 0 . Montrer que (uz(a),u(a),a) est une base de R’ et en déduire que
010

N estsemblablea N’=(0 0 1
000

b) Soit M =N’—~N.Montrerque M>#0 et M? =0. En déduire que M est semblablea N

¢) En remarquant que (A—1,)’ =0 , montrer que A est inversible. Déterminer A'en fonction de
L;,4,4* puisen fonctionde I,, N, N En déduire que A~ est semblable A

2) Supposons N” =0 et N#0 (N estnilpotente d"indice 2 )

3) Montrer que Im % c Keru . En déduire la dimension de Imu et de Kery

b) Soit €} & Keru. On pose e:=u(e;)¢mmuaee;eKerumueoﬁnmua,'

Montrer que (€] ,€; ,€}) est une base de R®. En déduire que N est semblabled N” =

(— I — I )
(— 2 — I —)
S O =




¢) Montrer que -Nestsemblablei N.
d) Montrer que 4 est inversible et qe 4-1

est semblable 3 4
) 10 o
3)Exemple : Soit =M"B(f)=g 0 -1 avec f'€ L(R®) et B Ia base canonique de R’
1 2
100
,)MmqueAmsembhbleiA'=0 1 -l.héciserlamauicedepassageetlaﬁmmkde
00 1

dmmmtdebase&lndimﬁm:onpomchmermbasede Ker(f-1d).

b) Montrer que A 'est inversible et déterminer A
00 o0

St N=|/0 0 -1 -Montrer que - estsemblableaN(préciserlamatxicedeclmgementdebases)

00 0

@ En déduire que {T’estsemblablea A" puis que A est semblablea A

Probléme 3 : niveau CCINP

On admettra que si 4 et B sont dans M,, (C) alors Papplication x €C> det(x 4+ B) est polynomiale.

) Soient 4, B, C, D des éléments de M, (C)

A B

On suppose que D est inversible et que DC=CD . Montrer que det(c D

s e (2 32 1)) e

i) Supposons encore que DC=CD etDEM,,(C) quelconque ( pas forcément inversible )
a) Montrer qu’il existe un nombre fini de valeurs de x € C tels que la matrice D—x I, soit non inversible.

Onpose X;,...,X, ces valeurs. Donc VxeC\{x,,...,xp} D—x1, est inversible

A B
b) Montrer que VXEC\{xl:""xp} det C D-xI

¢) Montrer que la relation de la question b) est valable Vx€C .
A B

d) Endéduire det =det(4D-BC)
C D

3) Application

2
On pose 4=(f ;) et VneN A.,.=(:' 21]

2) Quelle est Ia taille de la matrice 4, ? Déterminer det 4,,, en fonction de det 4,

b) Déterminer det 4, en fonction de 7

)=det(AD—BC)

):det(AD—BC—xA)

|



