Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2025-2026 le 29/11/25

PC* Devoir Surveillé N°3 durée 4h Niveau Centrale/Mines

Probleme 1:

Les parties I1,III, IV sont dans une large mesure indépendantes

+00

On admettra que Vx € ]—191[ ln(1+ x) = Z(_l)nil =
n=l1 n

On admettra le résultat suivant (_th de Fubini ) : Soit une suite (u i )(_ o dépendant de deux indices, a valeurs
’ i,j)e

dans R ou C. Supposons que Vie N Zu

jeN
+00 400 +00 400
plus que z S, converge alors Z ZUL = Z ZM i (et ces deux sommes existent )
ieN i=0 j=0 Jj=0 i=0

Notations : On pose

Vx e Jl,+o0] g(x)zzix; vxel-1,1] F(x)= —) ¢ (k)x*

FMS

s X
VkeN VxeR, ¢ (x)z LHJl ou |_xj désigne la partie entiére de x (on rappelle que
X

|_xj£x<|_xJ+1)
Vk=2 S, =" (x)dx T =["p (x)dx

Premiére partie ( questions indépendantes)

n

n-1 X
1) Montrer que z f, converge uniformément sur [0,1] avec f X (—1) l—, en déduire
n

2) Montrer que é’ est continue sur ]1,—!— OO[

3) a) Montrer que Z [l —In (1 + ljj converge. On pose y = Z [l —In (1 + ljj ( constante d’Euler )
n n n

n n=1

n

1
b) Montrer que z— =lnn+y+ 0(1) lorsque #n —> +0
k=1

Deuxiéme partie

1) Etudier la convergence des intégrales impropres S . et Tk

¢ (k)

N NoL
2) Pour k 22 , Montrer que S, = ral Indication : On écrira jl o, (x)dx = ZI o, (x)dx
n=1 "

+o0
k k
3) Montrer que Z(—l) 1, est absolument convergente. On pose 1 = Z(—l) T,
k=2 )

k . .
4) Montrer que z (—1) S . st convergente ( on pourra déterminer une relation entre S i« ct Tk )
k>2
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+00
k
Onpose § = Z(—l) S,
k=2
5) Déterminer une relation entre S et T (utiliser I’expression de In (1 + x) et In2 sous forme de série )

6) On pose Vxe[2,+oo[ @(x):%

+00 +o0
Montrer que L go(x)dx converge. Montrer que 1 = L go(x) dx

7) Calculde S : Onrappelle que ¥ = Z(l - ln(l +ljj
n n

n=1

Déterminer une relation entre T et Y puis montrer que S=y ( indication: écrire
N ik S n+l
= t calcul I x)dx
L (D(X)dx ;L go(x)dx et calculer | (o( ) )

Troisiéme partie

+o0 _ k +00
On rappelle qu’on a posé F(x) = Tl)é'(k)xk et é’(x) = znix
k=2 n=l

1) a)Montrer que Vx € ]1,+ OO[ é’(x) >1
1
b) Posons f, : X > — pour X € ]1 ,+ OO[ . Montrer que z f, converge uniformément sur [2,+ OO[ .
n neN"

En déduire que lim & (x) =1.

X—>-+0

c) Etudier les variations de { sur ]1 ,+ oo[

2) Onpose g, :xHﬂé’(n)x” .On a donc F(x)=§gn (x)
n

n=2

Montrer que I’ensemble de définition de [ est bien ]—l . 1]
3) Montrer que I est continue sur ]—l . 1[

Montrer que z g, converge uniformément sur [0,1] , en déduire que F est également continue en 1.

*
neN

F est donc continue sur ]—l,l]

k
4)Pour ne N et k>2 ,onpose u,, le(_—xj
’ k\n
a) nétant fixé, montrer que ZMn ‘ (x) converge absolument pour X €& ]—n ,n[. On pose alors
k=2
U,(x)= iun,k (x) etV,(x)= i U, (x)‘ pour x € |-n,n[ .
k=2 k=

b) Montrer que Un(x)zf—ln(l-i-iJ etVn(x):—M—ln(l—MJ pour xe]—n,n[
n n n n
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¢) Montrer que z 8 (x) converge pour X € ]—1,1[

*
neN

+00
d) En déduire que Vx € ]—1 , l[ Z U, (x) =F (x) (‘on pourra appliquer le th de Fubini en justifiant )
n=1

e) Montrer que z U, converge  normalement  sur [0 R l] . En  déduire que

*
neN

vxe]-11] YU, (x)=F(x) .Endeduire la valeur de F (1)
n=1

nln"

(x+1)(x+2)...(x+n)

5) Pour neN et xe ]—1,+OO[ onpose G, (x) =

Montrer que Vx € ]—1,1] lim ln(Gn (x)) = F(x) -7X.

n—»+0w

En déduire que la suite de fonctions (Gn ) _ converge simplement sur ]—l " 1] vers une fonction G continue

neN

Quatrieme partie

On rappelle que Vxe]—l,l] iUn(x)zF(x) avec Un(x)zi—ln(l%—f]
n=1 n n

1) Montrer que F est de classe C' sur ]—1,1] et exprimer F' '(x) sous forme de somme d’une série. Que

vaut F'(l) ?

11—t
2) Montrer que pour X > —1 .[0 " dt est convergente.
—t
11—z & X )
3) Montrer que pour x > —1 j dt = z— ( on pourra écrire pour ——  sous forme de
01—t n=1n(n+x) 1-¢
. . ' 11— tx
série pour t € [0,1[ ). En déduire Vx € ]—1,1] F (x) = Ol—dt
—t
Probléeme 2 :

Soit E I’ensemble des fonctions continues sur R , a valeurs dans C et 1-périodiques ( c’est-a-dire vérifiant
VxeR f(x+l)=f(x)). On admet que si f €FE alors f est bornée sur R et on pose

71 =supls ()|

Pour f € E, on pose T(f) XH%(f(gj-‘_f(xTHJJ et on considére T:fl—)T(f).

2ikmx

Pour k € Z ,onpose e, : x> e (onabien e, € E ). En particulier ¢, est la fonction constante é¢gale

al.

Premiére partie :

1) Montrer que TGL(E)

2) Montrer que Vf € E HT(]{)HOO Snf”oO

3) Déterminer T’ (ek) pour k € Z . En déduire que 0 et 1 sont valeurs propres de T
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4) Soit L € C tel que |l| <l.

+00
- k k
a) Montrer que la série E A e, converge normalement sur R On pose f, = E A €y - Montrer que

keN k=0
fi€E

b) Onpose S, = z/lkezk . Déterminer T(Sn) en fonctionde S, pour n>1
k=0

¢) Montrer que (T (Sn ))  converge uniformément vers 7' ( f 4) ( on pourra utiliser la question 2) )
d) En déduire que T’ ( 1 ) = A f, etendéduire que A est valeur propre de 7’

Deuxiéme partie

@) -1 ()

Soitae]O,l[.Pour feE , on pose Aa(f) | |a
x-y

,(x,y)eRz,xiy . On pose F,

I’ensemble des fonctions f € E telles que A, ( f ) soit majoré. On admet que Fa est un sous espace vectoriel

de E.Pour f € F,, onpose ma(f)ZSup(Aa(f))

m,(f)

1) Montrer que F, est stable par 7' . Montrer que m, (T(f))S s

. On appelle T,
I’endomorphisme induit par 7" sur F,

2) Montrer que Vx € R ‘ e —1‘ < |x| et en déduire queV(x,y) e R? ‘ e —eiy‘ < |x— y|

3) Soit A € C tel que |ﬂ.| <27%.On veut montrer que f, € F, (avec f, défini dans la 1 partie )

Soit (x,y) eR? tels que x # y

()40

a) Supposons |x - y| > 1. Déterminer M, (indépendant de x et y ) tel que | |a <M,
xX=y

b) Supposons |x—y| <1. Montrer quiil existe neN tl que 27" < |x—y| <2™". Ecrire

‘fl (x) -f (y)‘ .sous forme de série, séparer les termes pour k > 1 et les termes pour kK <n. Pour k > n,

majorer en utilisant ‘ezk (x) —e, ( y)‘ <2 etpour k <n ., majorer en utilisant la question 2) . En déduire qu’il

IACRAC)
pr =

existe M, tel que <M,

¢) En déduire que f 5 € F, . Que peut en en déduire pour le spectre de 7], ?



