Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2025-2026 le 17/01/26

PC* Devoir Surveillé N°4 durée 4h Niveau X-ENS

Probléme 1:

Les deux parties sont lndépendantu i
Notatlons I N

° IS)lm.l est un entier strictement positif, on munit I'espace vectoriel C¢ de Ia, norme définie

£

lall = | 3l

J=1
pour z = (zy,...,z).

® On note M,(C) I'ensemble des matrices de taille £ x £ & coefficients complexes.

e Si A € M,(C), on désigne par a(A) (Ie spectre de A) I’ensemble des valeurs propres
complexes de A4, et :
p(4) =max{[)] ; A € o(4)}
le rayon spectral de A.

o Etant donné un ensemble E, un point fize d’une application ¢ : E — E est un &ément z
de E tel que ¢(z) =

Soit (E,I ')unqmevectorielnonnéet F cE.Onditque F estune partie fermée de E si et seulement
si pour toute suite convergente de points de ', sa limite est dans F

Onassxmilaalesélémemsde C* a leur matrice colonne dans Ia base canomque

Hii A=(a"j)1'fj§‘,’, q(C) on pose N (A) M:(Ia’ D

Premiere Partie. Points fixes

1. Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R. Si ¢ : [a,b] — [a, b] est continue, montrer que
¢ posséde au moins un point fixe.

2. Si ¢ :R — R est de classe C! et vérifie
(1) sup{|¢/(z)|; z €R} < 1,

montrer que ¢ posséde au moins un point fixe (on pourra étudier le signe de z — @(z)
pour |z| assez grand). Montrer que ce point fixe est unique.

3. Au moyen de la fonction 9(z) = v1+ 22, montrer que dans la question précédente
I’hypothése (1) ne peut pas étre remplacée par

vzeR, |#(z)| <1

4. Soit £ un entier strictement positif. On se donne une suite (va)np0 de vecteurs dans R
telle que la série 3., [|vn+1 — va|| converge.  ( Z NS, -Vau | conerde )

®



(8) Montrer que la suite (vn)n>0 est convergente.

* oyen d’un reste de la
(b) Notons v* 1a lLimite de cette suite. Majorer [[va — v | au m
somme de la série Y ||lvp+1 — vn|-

. ¢ it : F — F une

5. Soit £ un entier strictement positif. Soit F' une partie fermée de R okiealt
application. On suppose qu'il existe k € [0, 1] tel que !
VzeF,Vy e F, |4(y) - ¢(@)ll < Flly — Il |

(8) On choisit un point zy € F. Montrer que la formule Zn41 = $(2n) définit une suite
(Zn)nz0 d’éléments de F, et que cette suite est convergente dans F.
(b) En déduire que ¢ posséde un unique point fixe dans F'.
(c) Ce point fixe étant noté z*, majorer ||z, — z*|| en fonction de |lzo — =*|.
(d) Dans ce qui précede, on suppose que .
¢=0o---04,

m fois

oﬁB:F—)Festuneapplicationetmzzestunentier. Montrer que @ posséde un
point fixe, et un seul, dans F.

6. Soit g : [0, 1] [0, 1] une fonction croissante (mais pas nécessairement coni’:inue). Montrer |
que g posséde au moins un point fixe. Indication: on pourra considérer l’ensemble

E={ze0,1];z<g(z)}

Deuxiéme Partie. Matrices contractantes

1. Pour une matrice triangulaire T = (3 Z) € M;(C), calculer explicitement les puis-
sances successives T™ pour n entier strictement positif.

2. Soit A € M;(C) une matrice et soit € > 0 un nombre réel.

(2) Montrer I'existence d’un nombre réel o > 0 tel que pour tout entier positif n les
nochutles :des coefficients de A" soient majorés par a(p(A) + €)™

(b) En déduire P’existence d’un nombre réel B > 0 tel que pour tout entier positif n et
tout z € C? on ait

14°21| < Blo(4) + )"}l
Tndicton: Majre N, (A) e ocionde N, (4) o N, ()

3. Soit A € M;(C) une matrice et soit 7 un nombre cél strictement positif. |

(a) Pour z € C?, montrer que la série ‘

> (o(A4) + )| Az

est convergente.
On note

N(z) = 3 (p(4) + )| 4"z
n=0
la somme de cette série.

= e e



(b) Montrer que z — N(z) est une norme sur C2, qui satisfait 1'inégalité suivante
Vz € C?, N(Az) < (p(A) +n)N(z).

(c) Montrer qu'il existe un réel C > 0 tel que pour tout z € C? on ait

_ Izl < N(=z) < C|l=].

4. (a) Si B € My(C) est diagonalisable, montrer qu’il existe une norme || - || sur C* telle
que ||Bz||s < p(B)l|z||z pour tout z € C%. Indication: on pourra vérifier que si
P € GL(C), alors z + | P]| est une norme sur C-. e e

(b): Déterminer une matrice C e M. (C = o
2 ) et xeC? tels que p(C)=1 ette i '
g P( ) lsquelasmte(C'x) ne soit |

Montr;i_\"qm Pou‘r\.f;-oute norme N sur C? ' il existe o € ©2 43 = arrmv « .. ’

v '|que, il existe y € C2 te]

R o s ' que N(Cy) > p(C)N(y).

5. X Soieat e .
k et r des réels strictement positifs avec r<1, soit (a,,

VaeN 0<q, <rq +ka’ . Montrer qu
vers 0.

June suite réclle telle que @, >0 et
W existe @ >0 tel que si @) €0, 0], Ia suite (a,) tend

z‘unpointﬁxede¢. Soit A € M, un
un nombre réel. On suppose que ¢ saz'(R)' )

Vz € R?, "¢(a:) —9(z") - A(z - z*) | < M|z —z*|]2.

luomer q tel que pour tout Zo € R sati i ant Zo T £ la suite
N a'tlshls i

L. zo::;n é: R" — R? une application et soit
ce vérifiant p(A) < 1, et soit M > 0

On pourra considérer un rée] 7 telque p(A)<r <1 |

]

Probléme2: | -

Dans tout le probléme, & est un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. .Pour tout couple ._(A, B)
d’endomorphismes de &, on note AB _le composé A o B. Pour tout entier >0, A® est I’endomorphisine de
& défini par récurrence par A+l = A*A avec A° = ], automorphisme identique de & ; pour tout polynéme

n . n .
P(X) = Y ;X* d’une variable, & coefficients réels, P(A) désigne 'endomorphisine } a; A",

i=0 i=0

L’image et le noyau de A sont respectivement notés Im A et Ker A. Si & est un sous-espace vectoriel de &
tel que & contienne I'image A(#) qu'en donne A, on dit que & est stable par A. Enfin, s'il existe un entier
g > 0 tel que A% = 0, on dit que A est nilpotent et le plus petit de ces entiers g s’appelle indice de nilpoence

de A.
I

Dans toute cette partie, L est un endomorphisme nilpotent de & et on note p son indice de nilpotence.
1. a. Soit i un entier positif ou nul. Montrer que I'égalité Ker L' = Ker L't! équivaut a 1'égalité
Im L} = Im Li+! et qu’elle entraine Im L/ = Im L pour tout j > i.
b. Montrer que si Ker L' est différent de &, alors il est aussi différent de Ker L*+1.

¢. Montrer que la dimension du noyau de L? croit strictement avec l'exposant i sur 1'ensemble des
entiers de l'intervalle [0, p]. En déduire que L" = 0, et que, si p = n, la dimension du noyau de
L' est égale & i pour tout entier i de I'intervalle [0, n].
2. Dans cette question, on suppose qu'il existe un entier h de l'intervalle [1,n — 1] tel que L? soit de rang
n—h.

©,



a. Etablir que pour tout entier j de [1, h), le rang de L7 est n — j. ; .
b. Pour tout entier i > 0, établir une relation entre les dimensions des sous-espaces Im L*, Im L*+
et Im L N Ker L.
¢. Quel est Vindice de nilpotence de L? (réponse: 1 ) |
3. Dans cette question, onsuppmelerangdeLé.gal—hn?l

So;t.?unsous-espacevectoﬁelded’stableparLetdednnenmonr lonnoteM l’mmlphme

induit par Lsur:F Quepwt-ondxmde M’?Endéduimque f K"(E) |

Détumm«mlessousupacesvectonelsde% stables par L

4. Dans cette question, on suppose que Iindice de nilpotence p de L est strictement compris entre 1 et |
7 et on note e un élément de & tel que LP~1(e)0. l

a. Etablir que la famille (e,L(e), - -

-, L?~1(e)) est libre: , .
qu'elle engendre. (€)) est libre; on note & le sous-espace vectoriel de &

b

M
onanuﬂemstewunefoxmelmémresur ‘E telle que ¢(LH(€))

Onpose% N

{xe% VIE[O,p-l_] ¢(L'(x)) } | ,

¢. Montrer que 5’ est stable par L et que & est la somme directe de & et de 2.

d. Montrer que & est la somme directe de s sous-espaces vectoriels &, (£=1,...,s) dont chacun |
est stable par L et a pour dimension V'indice de nilpotence de la restriction de L & ce méme
sous-espace.

II

Dans toute la suite du probléme, pour tout couple (4, B) d’endomorplnsme de &, on note [A, B] I'endomor-
phisme AB — BA.

Dans cette partie IT, A et B sont des endomorphismes non nuls de & et a un réel non nul tels que
[4,B] =
1. a. Pour tout triplet (U, V, W) d’endomorphismes de &, vérifier I’égalité
[0, VW] = [0, VW + VT, W]. ,
b. Soient P un polyndme d'une variable & coefficients réels et P’ son polynéme dérivé. Etablir
Péalité
[4, P(B)] = aBP'(B)

et en déduire que, pour tout entier k>0, Ker BF est stable par A.

montrerqueBestmlpotent E

I

On pourra introduire I'application Y définie sur L(E‘) par fH[A f]

Danscettequeﬂmn,onsupposequelemngdeBestn 1.
a. Quel est le rang de B"~1 ? Comment peut-on choisir = dans & de facon qu’en posant zj = B *(z)
pour tout entier k de [1,n], la famille (1, ..., Zx) soit, pour tout k, une base de Ker B* ?
b. Montre que z; est un vecteur propre de A, dont on notera A la valeur propre associée. Quelle
est la forme de la matrice de A relative a la base (zy,...,2,) ? En déduire en particulier que
A = (n — 1)a est une valeur propre de A.
¢. Montrer que si z est un vecteur propre de A, associé a la valeur u, B(z) est un vecteur nul ou un
vecteur propre de A, dont on précisera la valeur propre associée.
d. Soit e, un vecteur de A associé i la valeur propre A — (n — 1)a; pour tout entier k de [1,n], on
pose e = B"*(e,). Montrer que (e, ..., €,) est une base de & dans laquelle A se diagonalise et
rappeler les expression des matrices de A et B relatives a cette base.



