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a. Pour ¢ > 0 on pose - ) i g=tped
A(t)ﬂ (/o- e da;) B(t)l:— A m—
montrer que les fonctions A et B ont la méme dérivée.

b. En déduire que
+c0
G(z)dz=1.

-0

2) Etant donnée une fonction g bornée continne sur R, résoudre 'équation différentielle
¢'(z) — zp(z) = g().

. (=]
8) Etant donnée une fonction f bornée continue sur R, et posant (f) = f(z)G(z) dz, montrer que la fonction

donnée par . -
ole) =<2 [ PI(5) - (1) dy

est de classe C? sur R et est solution de Péquation différentielle
¢ (2) — zp(z) = f(z) - (f)-

o) =~ [ i)~ ()i

4) Montrer que pour tous nombres réels z,y, on a
e—f/z s e—@’/ze—@(ﬂ—t).

Montrer que pour tout z€Ron a
< Gollfllo

o)l < T,

avec00<max(4,2\/21r) Ponrcefaue,ondistmgueralescasa; < -1, 1€$<1.End'éduiraq1;§¢'!g7t \

bornée sur R.
5) On suppose dans tout le reste de cette partie en outre que f est de classe C* avec f’ barnée sur R.

Montrer que
plz) =~ /o_m "¢~ (f(z+5) - (f)) ds.

En déduire que pour tout z € R, on a
(1 +I2Dle' @) < CIfloo + 1f'llco)s

olt C est une constante indépendante de f. En définissant C; comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.

6) Justifier que ¢ est de classe C? sur R et que pour tout z € R on a
1¥"(@)] < C(lIflloo + 1 lloo)s

olt C est une constante indépendante de f. En définissant C; comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.
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80t (gn)nen une suite de fonctions réelles positives continues par mMOrceawx:

nction ¢ de classe C!
l)EnuﬁliaaMumintégmtbnpupnﬁuqml’mjuniﬂmmmqmpourmwb e e
teﬂeque‘petcp’aoientbornégsmk,ona

/—W G(z)(¢/ (z) — zp(z)) dz = 0.

toute foncti
2) On suppose pour cette question que la suite (gn) est telle que [ gn(z) dz = 1 € qué POTE be fonction h de
classe C! sur R telle que h et h’ solent bornées, on &

In [ ae)(e) - zhie) da =0 |
Montrer,enutilismtlesrésultatsdelapartiel,quepomtoutefoncﬁonfwnﬂmbm’ona |

a3 /_M 9n(2)f(z) dz = /_ :” G(z)f(z) de.

II1

Danstonbeeettepuﬁeetlasnﬁvante,onsuppmeque(Xg)geuestunesuitedevaﬁablesaléatoiresd'mcrétes&wlem .
- réelles, sur un espace de probabilité. On suppose que les X; sont indépendantes, d’espérance nulle, de variance
1, et uniformément MMegahdm par une constante M. o

Cest-d-dire Vie N IX,ISM (ouencore X, (Q) c[-M,M]) ‘

e~y e e @ - |
Onpose,pourtoutn,z..=—;(xl+---+x,.). On notera P la probabilité et E I’ ce.
Soitfunefoncﬁondeclasseclsmktgﬂeq\mfetf’sontboméessurk,-et(f)= F(z)G(z) dz. Soit p définie

& partir de f comme & la question L. 3).

Al - qu’m s, ., .A . .M&m S l‘\

: E(¢'(Zn) = Z0p(Z0)) = E(f(Zn) - (N

3) Pour i entier dans [L"LOndéﬁnitZn,i=71,-,'(X1+'-'+Xi-1+Xi+1+--‘~+X,.)=Z,.——%X¢. En utilisant les |
résultats de la partie I, montrer que i

ietzn) - Xt - T/ 2| < 2EL 111 + 17000

(on pourra appliquer la formule de Taylor reste intégral “’)‘l

() n dbdir e = ey

. 1 M
|E(zn¢(z..)) - -,;.Z_‘; E(w'(zu))l < Rl + 170
s)’ Ennﬁlhantbm&natyped’mmmgmqm
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(e pourma. uktliaen ;e“tméﬂo-ﬁﬂt;ah Cou.:.;lu.‘ - QM )
AR [Ect@n - [ et ao| <AL 4y,

|




v

%) soi a€R ,onnote I, hf°n°ﬁ°n_indieah'ioedel’imu-vnue Jo.a] cesta dire
L(x)=1si x€}-w,a] et I,(x)=0 sinon
Soit s>0.MMWWmathdem C' égaled 1 sur J-w,a—¢], égaled 0
s [a,+o0] et polynomiale de degrs 3 gur [a-s,a].Mmque JSet f° sont bomées sur R et
déterminer [ 1], et [ £, (néporae: g0 = 4 ot (£l = 3fag )
On admet qu'il existe de méme une fonction g declasse C' égale & 1 sr |o0,a], égale & 0 sur /
[a+s,+°°[ et polyndmiale de degré 3 sur [a,a+s],(onnedmndepummﬂion)“““°ﬂ

loL =l # kL =11, |

Justifier que f <1, < g puis que E(f(z,))sp(z,,Sa)sE(g(z,,))

|

Montrer alors que P(Z,,Sa)=f_:G(x)dx+0(n°”‘) lorsque 71— +<0

IV

Ongudelesmémeshypof:hésesqu'&lapartieprécédente, 4 savoir que (X;) forme une suite de variables aléatoires
discrétes & valeurs réelles, indépendantes, d’espérance nulle, de variance 1, et uniformément bornées en valeur absolue
par une constante M.

Zn= e (Xa b+ X,
/| ) Montrer que VAE[0,1] V(x,x,)eR? <ot +(1-2)e*
Soit £ € R* fixé, etsoit hi:x b3 ¢
£ appliquant ' inégalit (*), obtenir une majoration de A sur [~ M] par une fonction atfine
En déduire que V7 € R* Vi APY ’
que VteR* VieN E(e' )Sz(e'"+e w)

b.Montrerquepourt;OetMZO,ona
%(e"” ety ¢ AM°

2) En déduire que pour tout § > 0,
”n
P(.I.ZX@J) <8,
=
4
a. On définit sur R la fonction 1z

f(z)= = A nto .U\"{(o):.‘?__

[ Montrer que si | X| < M on a £(X) < f(M).
1 b.EnutilisantlealwpothkeuurX;etl’inéydité1+z<e’,ondéduirequepourtoutt>09ttouti,ona

E(e*®) € exp (—%(e“‘-— 1~ tM)) .
En déduire I'amélioration suivante du résultat précédent:
1 — 30y (M)

od §() = (142) log(1 +2) — 2.




