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Probléme 1
On admet les résultats suivants :

Onpose Vx e R’, I“(x):fowt"'e"dt. On admet que I est continue sur R,

. ) n n!
Onadmetque VneN" I'(n)=(n-1)! . Onadmetque VxeR, I (")=~h1"iiox(x+1)-'-(x+n)

Matrices infiniment djvisibles ;

Notations :

On désigne par R le corps des nombres réels et par R.; I’ensemble des réels positifs ou muls.
Soit n un entier > 1. On désigne par My (R) Pespace vectoriel réel des Ihatrices carrées 4 n
lignes et n colonnes. Si M € M,(R), on note det(M) son déterminant. On dFsigne par SM,(R)
le sous-espace vectoriel de M,,(R) des matrices symétriques. On note I, € M,(R) la matrice
identité. On identifie R™ et I'espace des matrices & n lignes et 1 colonne.

O ME: "('-'ﬁ Lo ronrn po-»é’é do A

Deuxiéme partie : matrices positives et produit de Hadamard

Soit A = (a;;) € My(R). OnditqueA%tPositivesiAostsymétriqueet
VX=t(zl,"';$n)€Rn, (X,AX)=tXAX= Z aijIﬂ_,?O

1<i,j<n

ot (.,.) désigne le produit scalaire euclidien standard sur R™.

3.SoitA=(Z 3) ESMz(R).MontrerqueAestpositivesietseulementsia?O,d?O,
det(4) > 0. \

4. Soit A = (a;;) € SM,(R). MontrerqueAeetpositivesietselﬂementsisesvalemspropres
sont des réels positifs ou nuls.

5. Soit A = (a;5) € SMy,(R) une matrice positive, et Ap,---, A, des réels. Montrer que,
posant b;; = \;\;ay, la matrice B = (by;) est positive,

6. Soit 7 un espace vectoriel préhilbertien réel, pour lequel le produit scalaire de deux
€léments z,y € H est noté (z,y). Soient uy,--- ,u, € H. On pose aj; = (ui, u;). Montrer que la
matrice A = (ay;) est positive.

Soient A = (a5), B = (by) € Mn(R). Leur produit de Hadamard est la matrice C = (c5) €
My(R) donnépa.r:cg=a¢jb‘j.Ondésigmracetteopéta.tiOnparlesigne*:C=AtB.

7.MontrerquesiA€8M,.(R)estunematrioepositiveetsiBestunematricediagonalea 1
coefficients diagonaux positifs ou nuls, alors A * B est une matrice positive.




de x::;n!\liontrer e si 4 e SM,(R) est une matrice positive, elle peut s’écrire comme somme
- Ces delafonne YtY=t(y1’... ,yn)(yl’--- 1yﬂ)’ 0ﬁY=t(y1,"' )yn) €R". Onpom'ra
mmencetpulecasOﬁAest 1- n,a,le, -

pos::ie, Montrer que si 4, B ¢ SMy(R) sont des matrices positives, alors A # B est une matrice

Troisidme partje : matrices infiniment divisibles

On considére maintenant des matrices 4 — (ai5) € SMyp(R) dont les coefficients sont des
?:lsopfszﬁ;h:ung nré:mlte delafguestion 8b.{1uesiA es(tpomtlve alors pour tout entier
et tl,& - nu]seeest o= (av) est‘; Iqultlve. On dit qu'une matrice symétrique A & coefficients aij
e infiniment divisible si pour tout réel r > 0, la matrice (af;) est positive. On

era encore, lorsque r est un réel strictement positif, par A*" la matrice (aZ)-

9a. Soit 4 € M;(R) une matrice étri iti i iti
auelle est infinfmers divieible Symétrique positive & coefficients positifs ou muls. Montrer

N
-

1
9b. Soit A= (1 ).MontrerqueAmtpositive.Déterminerlesvaleursder>0pour
0

[y

lesquelles A*" est positive.

10. Montrer que si A = (a;;) est infiniment divisible et si A1,-++ , An sont des réels strictement
positifs, alors posant b;; = \;\ja;5, la matrice B = (b35) est infiniment divisible.

11. Soit A une matrice symétrique & coefficients positifs ou nuls. Montrer que si pour tout
entier m > 1, A*m est positive, alors A est infiniment divisible.

12. Soient Ay,... , A des réels strictement positifs. On forme la matrice C = (c;;) avec
- et on se propose de montrer qu’elle est infiniment divisible.

RARPYESY f

Soit  Vespace vectoriel des fonctions continues sur R, a valeurs réelles, dont le carré est
intégrable. On munit X du produit scalaire : pour f,g € H, (f,9) = : F(®)g(t)dt. On pose,

pour tout > 0, u;(t) = e~M¢,

12a. Calculer (u;,u;) et en déduire que C est positive.

I—L —toyr—1
12b.Montrerqmpourr>0eta>0,ar—I,(r) ’0 eter-lds.

12c¢. Soit, pour r > 0,H, I'ensemble des fonctions continues u sur R a valeurs réelles
telles que la fonction ¢ > u(£)2£"~ est intégrable sur R.;. On admet que c’est un espace vectoriel.

Montrer que si on pose, pour u,v € H, (u,v) = A u(t)u(t)t" " dt, on munit H, d’un produit

scalaire.
12d. Montrer que C est infiniment divisible.
13. Soient A1,---,An des réels strictement positifs. Pour 1 < i, < n on pose ki =

PQs+Aj+1) de trer que la matrice K = (ki;) est infiniment
TOu+ DL(y +1)° O° % Propose de montrer q d
divisible.

Ny



Montrer i= Im —L1_Tr Q+p)(\;+p)
13a. que k;; w2, = [ (’\H'\’_{H’).

13b. Montrer que pour tout entier p > 1, la matrice ((A(;"l' :)A(z\:- + )P)) est infiniment
] p ii<n
divisible. Conclure, 4 1<65<

Quatriéme partie : matrices conditionnellement positives

On dit qu'une matrice 4 = (a55) de M, (R) est conditionnellement positive si elle est symé-
trique et SI pour tout X =?(z,,... »Tn) € R™ tel quegz¢=0, ona

'XAX = E ez > 0.
I<igg<n
14. Soient Ay, -+ , A, des réels strictements Positifs. Posons a;; = — In()\; + ;). Montrer que
A = (ay;) est conditionnellement positive. (Pour X = ¥(z,, .- 1Zn) € R™ tel que iz, =0, on
pourra introduire 1a fonction définie sur R., par : =

fr)= ¥ z;zj(,\i_ll_'\j)r

1<i,j<n

et utiliser les résultats de la question 12.).

15. Notons J la matrice de Mz (R) dont tous les coefficients sont égaux & 1. Soit B €
SMan(R). Considérons les deux conditions suivantes :

(1) B est conditionnellement positive.

(ii) Ve > 0,3 > 0 tel que la matrice B+ eI, + AJ est positive.
Montrer que (ii) implique (i).

On admettra dans la suite que ces deux conditions sont en fait équivalentes.

16a. On suppose que A = (ay;) est infiniment divisible et que tous les coefficients de A sont
strictement positifs. Montrer que la matrice (Ina;;) est conditionnellement, Ppositive.

16b. Réciproquement, supposons que la matrice B = (bi;) est conditionnellement positive.
En considérant pour tout € > 0 une matrice C = (cij) = B +¢l, + A\J comme au 15., montrer
que pour tout 7 > 0, la matrice (exp(rc;;)) est positive. En déduire que la matrice (exp(rdy;))
est positive.

17a. Soient zy,-- - , #, des nombres complexes. Montrer que la matrice (e"““!") est infini-
ment divisible.

17b. Soient 2y, - - , 2, des nombres complexes. Montrer que pour tout ¢ > 0, 1a matrice de co-

1 . . . . -3 lz—z)?
T est positive, puis que la matrice de coefficients — Up el |
t+ |z — 22 pusd 0 t+ |z — z)?

est conditionnellement positive.
17¢. Montrer que la matrice (e~/*~%!) est infiniment divisible,
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Problme2 | on désigne par -

e n et m des entiers > 0 tels que n < m; ) ""
calaire usuel (-|-) et la norme associée || * Il

e E I'espace euclidien R™ avec son produit s
on de la forme

,m, des éléments non nuls de E satisfaisant une conditio: |
0
VzeE alz|?®< Z(z |e;)? ol aest un réel> 0

e ‘

° T l’endomorplnsme de E déﬁm par | T(:c) Z("’ | €j)€; -

e e ———————

oe,-,j:l,

(1)

. = 1}
Si S est un endomorph:sme de E, sa norme ||S|| est défini par| ‘ IIS || suP {IIS(:::)II ||$"

Premiére partle
1. Donner un exemple simple de famille (e;) satisfaisant une condition de la forme (1).

2. Déterminer le sous-espace vectoriel de E engendré par les e;.
4. Verifier que T est autoadjoint, inversible et satisfait (T'(z) |z) > al|z||? pour tout z € E.
5. Comparer |7 ot sup {(T(a) | ), flof] = 1}.

6. Trouver un réel 3 tel que (T'l(z) |z) < Bllz]? pour tout z € E. Que peut-on dire de
Tt

7. On suppose que afjzjz = Z(zl ¢j)? pour tout z € E. Déterminer 7.

| Deuxiéme partie \\

R |

OnnoteFl’espace euclidien R™, (f1,--. +Jm) sa basewsut
wuel. Ondéﬁmtuneapphcatlonhnéﬂretb :E - F par %(,)anpmdmme
¥(z) = Z(zle,)f, 'L

Onpam'raadmettreqnllex:steuneumqueapphcatlonhnéme‘ll F—»Esatmfmsmt | ’
(T(h)|z) = (h|®(z))F pour tous ° z€E,heF. f
8. Veérifier que I'on a W(h) = Zh,e,ewo«b =T. |

On pose &; = T‘l(ej)etondéﬁml:lmeapphcatxonlméaue@ : E — F par J
)= Xl | Y

9.VériﬁerquelonaF Im‘I’Q(ImQ)-'-

10 &)  Moutrer que K"(W) (In®)", soit x€E fixé ot heF tl quo W(h)-x Montrer que
h—d)(x)eKer(w)

b) Soit x € E fixé. Montrer que Iry'{“h“: ,W(h)=x}=(x\rl(x)) et monfrer que gette borne
inférieure est atteinte par une unique valeur de / que I’on déterminera.
¢) Que se passe t'il si la famille (e,)m_ est une base orthonormée de E ?




