Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-2024 feuille d’exercices N°5

Espaces vectoriels normés ( partie 1)

1) EZR[X] ,pour Pe E ,PZZH:aka ,onposeNl(P)IZn:|ak|
=0

k=0

N, (P)=max

® 0<k<n

a, | . Montrer que cela définit deux normes sur £ . Sont-elles équivalentes ?

2) SoitE:{fECl([O,l],]R) \f(()):()} .Pour f€E ,posons N(f)—

que N définit une norme sur £ .

. Montrer
o0

3 E=C'((0.11E) P feE ampose N(f)=,[7(0)+], /"

Montrer que /N est une norme sur £ .

4) On admet qu’il existe une unique suite de polyndmes (Pn )neN de R [X ] tels que
VneN VxeR P (COS x) = COS(n x) ( polyndémes de Tchebychev )

1) Montrer que I’on définit un produit scalaire sur R [X] en posant V (P, Q) eR [X]2

(P\Q) j ﬁt)dz

2) Montrer que les éléments de la famille (Po yeous P ) sont 2 a 2 orthogonaux et calculer la norme

euclidienne de chacun

3) ( question indépendante ) Soit F = C([—l,l],R) )

a) Montrer que ’on définit un produit scalaire sur £ en posant V ( f, g) € E?

J. f dt Pour f € E, on pose ”f” =/ f\f) ( norme euclidienne )

b) on pose également ”f”1 = I_l‘f(l‘)‘dt et ”f”oO = Sl'ulpl]‘f(t)‘
te[-1,
Montrer que || || | estune norme sur £

¢) Montrer qu’il existe une constante & telle que Vf € E ” f ”2 <a ” f |LC . En utilisant ’inégalité de

Cauchy-Schwarz, montrer qu’il existe une constante /3 telle que Vf € E ” f ” <B ” f ”2

5) Soit @a>0 ,onpose E = R[X] Pour f€E onpose N, (P ‘ I ‘P ‘dt
a) Montrer que N, est une norme sur £ .
2
b) Soit b>0 . Montrer que si (a ,b) € [0,1] , N, et N, sont équivalentes

c) Montrerquesi a#b et b>1 N_ et N, ne sont pas équivalentes
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6) EZR[X] ,pour Pe E ,PZZH:aka , On pose NI(P):ZH:|ak| et N(P)=I;‘P(t)‘dt
k=0 k=0

R -1
Onpose VneN P =X"et QO = Z%Xk . Peut on affirmer que les suites (Pn)
pam

convergent ou divergent pour les normes /V, et N ? Justifiez votre réponse

neN™ (Qﬂ )neN*

7) E:CO([O’I],R) ,pour f € E onpose ”f”oo:Sl[,})pl]‘f(x)‘ et ||f||l=I;‘f(t)‘dt
Pour €N on pose VXE[O,I] fn(x)znx"(l—x)+l etf(x)=1

Etudier la convergence de la suite ( fn) vers f pour les normes ” ”1 et ” ”OO

neN



