Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-2024 feuille d’exercices N° 6

Révisions d’algebre et d’algebre linéaire

1 Soit & € R, déterminer module et argument de 1+cosa +isina
. coslk x .
2 Calculer Lk) pour €N et xeR telque cosx =0
= (cos x)

. , 2 4. L
3 Trouver les nombres complexes z tels que les points d’affixe z,z",z" soient alignés .
4 Soient a,b,c trois complexes

Montrer que les points d’affixes @ ,b,c forment un triangle équilatéral si et seulement si
a+bj+cj’=0 ou a+cj+bj>=0

S5 Soit £ unensembleet f:E — E telleque f = fo fof .Montrer que f estsurjective si et

seulement si f est injective .

6 Soit f:E—F uneapplication. 4,,4, c E et B,,B, © FF  Montrer que
1) f(A1UAz):f(A1)Uf(A2)
2) f(AlmAz)Cf(Al)mf(Az)
3) festinjective:>f(A1 mAz) :f(Al)mf(Az)

4 f'(B,uB,)=f"(B)u f(B,)

7 Polynomes de Tchebichev :

Soit 7€ N, montrer qu’il existe un unique polynome P, telque VO R P, (COS 6’) = COS(n 9)

Montrerque By =1, P, =X et VneN P ,=2XP

n+l

~-P,
Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, . Factoriser P .

8 Soit PeK [X ] et a,be K . Quelestle reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) ?
(on distingueradeuxcas: azb et a=b)

9 Montrerque VneN" (X -1 \n X" —(n+2) X" +(n+2)X —n
10 Soit PeR[X] verifint P(X*)=P(X)P(X -1)
1) Montrer que si @ est racine de P alors a” aussi. En déduire @ =0 ou |a | =1.

2) Montrer que 0 n’est pas racine de P .

3) Montrer que si @ estracine de P alors | a+ l| =1.

4) En déduire les racines de P et la factorisation de P .

n—1
11 Factoriser dans C le polynéme P = (X + l)n —(X —l)n , en déduire HCOt an (k—ﬂ-j et

k=1 n
n—1 (kﬂ.J
cotan| —
k=l n
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12 X-ENS Soit P un polyndme réel scindé a racines simples X, ,...,X, , P= Zak X*
k=0

P'(x)
P(x)

2) Montrer que Vk € [[1 ,n]] P et scindé a racines simples

1) Calculer pour xeR\{xl,...,xn}

3) Montrer que Vx € R P()C)P"()C)—(P'()C))2 <0

4) Montrer que Vk € [[l,n—lﬂ a,,a,,, < a,f

2 1 1 1 11
13 Soit A=|1 2 1 , J=|1 1 1| et I=1,
I 1 2 1 11

On veut calculer A"
1) 1%° méthode : Calculer J* pour k€ N et endéduire A" pour ne N

2) 2°™ m¢thode : Montrer Vne N© 3 a,,beZ A"=a,A+b 1

Déterminer les valeurs de a, et b, .En déduire 4"

-1 1
14 Soit B labase canonique de R’ et f € L(R3) tel que MatB(f) =A={2 1 5
-1 0 2
Déterminer une base du noyau et de I'image de [’
2 -1 1
15 Soit B labase canonique de R’ et f € L(R3) tel que Mat, (f) =4=|1 0 1
1 -1 2

1) Trouver (el' ,e;) une base de Ker(f —]d) et (e;) une base de Ker(f— ZId)
2) Montrer que (ell R e; R e;) est une base de R’ (appelée B')
3) Déterminer D = Mat, ( f ) et calculer D"

4) Donner un mode de calcul de A" ( on ne fera pas les calculs effectifs )

16 Soit a € R .Déterminer le rang du systéme de vecteurs :

ulz(l,2,2a) uzz(l+a,2,1) u3:(2,2,1+a)
17 E={f:R—>R deérivables} F={feE\f(0)=,"(0)=0}

G={f:R>R\3a,feR f(x)=ac +pe" ]

Montrer que F et G sont supplémentaires dans E .
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18 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E )

Montrer que Kerf = Kerf? < E=Kerf®Im f
19 Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et f,g € L(E)
1) Montrer que Im(f + g) cIm f+Img . Endéduire que rg(f + g) < rg(f)+ rg(g)
2) Supposonsque fog =0 et f+g estbijective.
a) Montrer que Img < Kerf

b) Montrer que rg(f)+ rg(g) <n puis rg(f)+ rg(g) =n
¢) Endéduire Im g = Kerf

1 1
20 Soit A:{1 J Soit f définiesur E=M,(R) par VM eE f(M)=MA4

Montrer que f est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice dans la base canonique de £

Déterminer une base de Im f* et une base de Kerf’

21 Soit p:R /[ X]>R,[X] telle que ¢p(P)=(n+1)P-XP'
1) Montrer que @ est bien définie et linéaire .

2) Déterminer Ker@
3) Montrer que @ est surjective

22 Soit EZRH[X] avec n =23 .Soit P, :(X_l)k (kvariantde 0 an) et ¢ définie sur E par:
VPeE o(P)=(X-1)P"-2(Xx-1)P'+2P-2P(1)
1) Montrer que (Po , P ,...,P) est une base de E .

n

2) Montrer que @ est un endomorphisme de E . Calculer (D(Pk ) pour k variantdeOan.

3) Montrer que (Po , P 7P2) est une base de Kerg et (P3 P, P ) est une base de Im ¢

n



