Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-2024 feuille d’exercices N°7

Algébre linéaire , matrices

1 Soitue L(E ) telleque VX€ E u (x) € Vect (x) Montrer que % est une homothétie .

2 Soient A,B,C,D quatre sous espaces vectoriels de E tels que A+ B et C + D sont en somme
directe ainsi que A+C et B+ D Montrerque A,B,C,D sontensomme directe ( indication :
pensezque A A+C et Bc B+D)

3 Soitue L(E) et keN telsque u*' #0 et u* =0 .Ondit que u est nilpotent d’indice k .

1) Montrer les inclusions strictes {0} c Ker(u) c Ker(uz) c--C Ker(uk_l) ck

2) Montrer que si E est de dimension finie 7 alors K <n (etdonc u”" =0 )

4 u et v sontdeux endomorphismes de £ , montrer I’équivalence :

MOVEGL(E)<:> U surjectif, V injectif et E:Ker(u)(-BIm(v)

I

Soient p et g deux projecteurs de £ . Montrerque pog+gop=0 = pog=qop=0
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que p+¢ soit un projecteur de £

Dans ce cas , déterminer Ker(p + q) et Im(p + q)

6 Onsuppose que dim E est finie , soient /4, et H, deux hyperplans distincts de E . Déterminer
dim(H, N H,)

7 Soit Pe R[X] tel que deg(P) =n=1 ; On suppose qu’il existe 77+ 1 rationnels 7 ,...,7, ,
distincts deux a deux tels que Vk € [[O,n]] , P(Vk ) € Q Montrer que P € @[X] .

8 Soit £ = C° ([0,1] ,R) et (al. )léiép une famille de p éléments 2 a 2 distincts dans [0,1] .On pose

F={feE\Vie[l,p] f(a,)=0}
Montrer que £ est un sous espace vectoriel de £ et déterminer un supplémentaire de F dans E
9 Soit feL(E)telque /°=f>+2f .Onpose E, =Ker(f), E,=Ker(f+1d,),
E, =Ker(f—2]dE). Montrerque E=FE @FE ®E,
10 Soit neN" | 4 et B dans M, (K) .On suppose que VM e M (K) tF(AM) ZtF(BM)
Montrer que A=B

11 Existe-t-il des matrices 4 et B dans M, (K) tellesque AB—BA=1?

-1 3 0 2 0 0
12 Soient A=| 0 2 0 |et A/'=/0 —1 O |  Montrerque A et A  sontsemblables .
2 1 -1 0 2 -1

13 Soit A une matrice carrée de rang 1 .

1) Montrer qu’il existe C une colonne non nulle et L une ligne non nulle telles que 4 =C L . Montrer

alors que TF(A) =LC .
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2) Montrer que A’ =t7'(A)A

I 02 0
1 0 -1
14 Soit A= 0 1 et [ I’endomorphisme canoniquement associé .Déterminer la matrice de
I 1 1 1

f dans labase (e,,¢,,¢ ,63) . En déduire un plan stable par f°

A A
15 Soient A et B dans M, (C) et M = 4 B

1) calculer le rang de M en fonction de ceux de 4 etde B — A. En déduire que si M est inversible
alors A et B— A aussi

A A\ X Y
2) Calculer M ! si elle existe ( résoudre le systéme =l ! )
A B\ X, Y,

16 Soit E de dimension finie et # € L (E ) , montrer que #” =0 < 3 P projecteur de E tel que
U=pou—uop .

17 Dans E = R® muni de la base canonique , déterminer la matrice de la projection sur le plan
P:x+y—2z=0 parallélement a la droite D = Vect(—l,l,l)

|N
Ce

Soient A,Be M, (K) . Résoudre dans M, (K) I’équation X+l‘7”(X) A=B

~
o

Soit E de dimension finien, f € L (E ) tel que Kerf =1Im f . Montrer que n est pair et qu’il existe

0 I
B une base de E telle que la matrice de f  dans la base B soit (0 (;ZJ

20 Soit ( D55 D, ) une famille de projecteurs d’un espace vectoriel de dimension finie £

n
On suppose que p = p, +---+ p, estun projecteur . Montrer que 7g p = ng D;

i=1

21 soitneN et Ae M, (R) telle que Tr(A4) %0
soit [ M eM,(R) > (Trd)M —(TrM) 4
Montrer que f € L(M, (R)) .déterminer le noyau et 'image de f
22 Soit f € L(E), punprojecteur de E .
Montrer que f commute avec p <> Im pet Kerp sont stables par [

Indication : pour <= , exploiter le fait que £ = Kerp®Im p

23 soitneN" et N:MeM,(R)— sup ‘Mi,j‘

I<i, j<n

Trouver K >Otelque V(4,B)e M, (R)" N(AB)<KN(A)N(B)
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k

Soit AeM, (R) et §, = i% . Montrer que pour tous (i,j ) € [[l,n]] , la suite

k=0

((Sp ) ) converge . Onpose exp 4 =1im S,
1J ) peN

p—>0

0 1 00
Soit 4= , B= Déterminer exXp A et eXxpB . Aton
00 1 0

exp(A+B)=expAexpB ?

24 X-ENS Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, (el yes .,en) une basede Eet u € L(E ) défini
par Vi e[[l,n—l]] u(el.) =e, et u(en)zo

i+l

1) Montrer que % est nilpotent et déterminer son indice de nilpotence

2) Déterminer les sous espaces de E stables par u .



