Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-24 feuille d’exercices N°10

Réduction
1 Soit E= R[X] .Onpose pour Pe E | (D(P) =(X2 —1)P'—2XP . Montrer que (pEL(E) ,
déterminer ses valeurs propres, sous espaces propres.
2 Soit E=R, [X] On pose pour P E | gD(P) = X’P'—nX P . Montrer que @ EL(E) ,
déterminer ses valeurs propres, sous espaces propres.
o 1 _ P . f (t )
3 Soit E—{fEC (R,R)\f(()) —0} et T défini sur E par T(f)xHI ~——~dt Montrer que T
o
est un endomorphisme de £ et déterminer ses éléments propres .
4 Soit AeM, (C) avec A inversible, P le polynome caractéristique de 4 et O celuide A~
.Donner une relation entre P (ﬂ.*l ) et Q(ﬂ)
. f:M (R)>M, (R
5 SoitmeN etAEMn(]R) telle que TV(A)¢0 .Soit ( ) ( )

M B (TrA)M—(TrM)A
Montrer que f € L (M " (R)) .déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f .

[ est elle diagonalisable ?

6 a)soit AeM, (C) , montrer que det(Z) =det(A4) (procéder par récurrence sur n )

A
b) Soient A,BeM, (K),montrerque det(B y j=det(A+iB)det(A—iB)

A -B
¢) En déduire quesi A,BeM, (R) alors det(B 4 JZO

0 -4

d) Soit Ae M, (K) etM=(
4 0

j . En utilisant b) , calculer le polyndme caractéristique de M et

déterminer les valeurs propres de M en fonction des valeurs propres de 4

Retrouver ce résultat sans calculer le polyndme caractéristique et déterminer les sous espaces propres de M en

fonction de ceux de A
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0 1 (0)
| T
7 Considérons la matrice A4, = —_— eM, (R) et Y, son polyndme caractéristique .
(0) 10

1) Pour x € ]0,72'[ ,onpose U, =y, (ZCOSCZ) . Calculer u,
2) Déterminer les valeurs propres de An . Quelle est la dimension des sous espaces propres de An ?

3) Déterminer les sous espaces propres de An ( on pourra résoudre un systéme AHX = A X en posant
X

X=|:|etx,=x,,=0)

8 Soient (u,v)e(L(E))2 , montrer que Sp(uov)\{0}=Sp(vou)\{0}
0 1 0 0
9 Onpose EZMZ(R) .Soit A=(O 1] etB=(0 lj etsoit f:MeEr—AM-MB

1) Montrer que fEL(E)

2) Sans écrire la matrice de A dans la base canonique de £, déterminer une base de Kerf , une base de
Ker ( f—1d E) et une base de Ker ( f+1d E) . Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de

f 2 Les a-t-on toutes trouvées ? f est-elle diagonalisable ?

3) Retrouver le résultat de la question 2) en écrivant la matrice de f* dans la base canonique de E .

Diagonaliser [’

10 Soit E un C -espace vectoriel de dimension finie, # et v deux endomorphismes de E tels
quedkeC’ uov—vou=kv
1) Soit pe N, montrer que oV’ —v’ ou =k pv”
o, L(E)—>L(E
2) Soit ( ) ( ) . Déterminer @, (vp )
W uow—wou

3) Endéduire que v est nilpotent .
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2 0 4
11 Soit A=|3 —4 12
1 2 5

1) Diagonaliser 4
2) Déterminer un moyen de calculer A"

12 En reprenant la matrice de I’exercice 11, déterminer toutes les matrices de M, (R) qui commutent avec

A et résoudre ’équation M* = A dans M 3 (R)

0 0 4 2 1 1
13 Lesmatrices A=|1 0 —8| et B=|0 0 -2| sontelles semblables ?
01 5 01 3
2 2 2
14 Soit aeR ,lamatrice A=|a a —a| estelle diagonalisable ?
I 1 -1

Si oui, la diagonaliser.

15 Diagonaliser les matrices :

1 0 - 0 1
. 11 1
1 - 1 |
nA=l: 0 1 0 : 2
VAR T ) (0)
1
1
10 0 1

16 Soit la suite (un) définiepar: VneN wu =-2u ,+u

n+2 n+l

+2u,; uy=1; uy=2;u,=0

u

n

Soit X, =| u,,, | . Déterminer une matrice A telleque X,,, = AKX,

un+2

Montrer que V€N X, = A" X;. En déduire I’expression de u, en fonction de 7

17

1) Montrer que toute matrice de M, (K ) est la limite d’une suite de matrices inversibles de M, (K )

2) Soient 4 et B dans M, (K ) , montrer que A B et B A ont le méme polyndéme caractéristique ( on

pourra supposer d’abord que A est inversible puis généraliser )
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3) Onrappellequesid , B, C, D deséléments de M, (K) telsque DC=CD et D est

A B
inversible alors det (C DJ = det(AD -BC ) ( voir feuille sur les déterminants ) . Généraliser au

cas ou [ n’est pas inversible .

0 2
18 Diagonaliser la matrice | 3

. 0 24
SoitneN |, AeM, (C) et BeM,, (C) la matrice définie par blocs B = ey

A 0
Montrer que B est semblable a .
0 24

19 Soit E un Cespace vectoriel de dimension finie et # € L (E ) )

Montrer que # est nilpotent < Sp (u) = {0} < il existe une base de E dans laquelle la matrice de

u est triangulaire supérieure avec que des 0 sur la diagonale .

20 Soit MEMH(R) telle que M +2M +21,=0. Calculer T}”(M) et det(M)

0 -7
21 A= (1 0"] est elle diagonalisable ? ( calculer A° )

n

0 1
22 Soit Ae M, (C) et B= (A (; . Déterminer les éléments propres de B en fonction de ceux de A4 .
Montrer que B est diagonalisable ssi A est diagonalisable et inversible .
A 0
23 Soit A une matrice carrée et B = 4 4 .Déterminer A pour que B soit diagonalisable

( on pourra exprimer P (B ) ou P est un polynome )
24 Déterminer toutes les matrices A € M, ((C) telles que A° = A et TI’(A) =n

25 Soit AeGL, ((C) telle que A soit diagonalisable . Montrer que A4 soit diagonalisable .

26 Soit AeM, (R) telle que A* =44 .On suppose de plus que 2 et -2 sont valeurs propres de

A . Montrer que A est diagonalisable ( on distinguera deux cas suivant que A est inversible ou
non )
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1 0 0
27 soit A=|0 0 -1|= Mat, (u) (ue L(RS) I’endomorphisme canoniquement associé a A )
01 0

On considére [ un plan stable par # et u, I’endomorphisme induit par u sur F'
1) Montrer que le polyndme caractéristique de 1 est X > +1

2) Montrer que F' = Ker (uz +1d ) ( on pourra penser a appliquer le théoréme de Cayley-Hamilton )

3) En déduire tous les plans stables par U

28 Soit Ae M, (K) tel que rg(A)=1

1) Quelles sont les valeurs propres possibles de A ?

2) Montrer que A est soit diagonalisable , soit nilpotente et donner une condition nécessaire et suffisante

sur 77 I’(A) pour que A soit diagonalisable

29 Soit X une matrice colonne réelle a 7 lignes .Montrer que det ([ﬂ + XXT) =1+X' X

30 Soit E un C-espace vectoriel de dimension 7 et u € L(E ) Soit
C(u) = {V eL (E) \vou=uo v} . Déterminer la dimension de C(u) dans les cas suivants :
1) Le polyndme caractéristique de # est scindé a racines simples .
2) U est diagonalisable : on posera /11 yeees lp les valeurs propres de # d’ordre de multiplicité
Q...
0 11
31 Soit A=|-1 1 1
-1 1 2

. Trigonaliser A

32 X-ENS sSoit M e M, (C)

Montrer que M est nilpotente si et seulement si TI’(M) = TI’(M2) == TI’(M")

I
S
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33 Exponentielle de matrice

~+00 n

z
On admettraque VzeC e =) —

n=0 n'

Soit neN" et N:M eM,(C) sup ‘Ml.’j‘

1<i, j<n

1) Montrer que V(A,B)EMH((C)2 N(AB)SI’IN(A)N(B)

2) En déduire une majoration de N (Ak) en fonctionde N (A) , netk
p k

3) Soit AeM, ((C) et S :ZF . On pose Akz(ai’j(k))lg o

P
k=0

.. 2 L. ai,j (k) ’ .
Montrer que pour tous (l , ] ) € [[1 , n]] , la série z il converge absolument . En déduire que la
keN .
+o0 Ak
suite de matrices (S ) converge. Onpose eXpA=1mS =) —
’ poo P ~ k!

4) Déterminer I’exponentielle d’une matrice diagonale. En particulier, déterminer 1’exponentielle d’une

matrice de la forme A/,

5) Soient 4,4'e M, ((C) deux matrices semblables vérifiant 4'= P~ AP . Montrer que

exp A =p" (exp A) P . En particulier, comment calcule t’on ’exponentielle d’une matrice

diagonalisable ?

6) Déterminer I’exponentielle d’une matrice nilpotente

7) Soit T une matrice triangulaire de coefficients diagonaux /11 ey /1n . Montrer que exp 7 est

triangulaire supérieure et déterminer ses coefficients diagonaux.

8) Endéduire que VA€M, (C) det(exp4)=e"
9) Cas particulier 72 =2 . On considére des matrices de M, ((C)
a) Déterminer I’exponentielle d’une matrice de M, ((C) admettant deux valeurs propres distinctes.

b) Soit AeM, ((C) admettant une valeur propre double A ettelleque A# A1, .

A

e
] . En déduire un

A1 e’
Montrer que A est semblablea 7 = (O l] Montrer que exp 7’ 2( 0 ;
e

mode de calcul de  exp 4

-1
¢) Application numérique : calculer exp 4 avec A= (1 4 j



