Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-2024 feuille d’exercices N° 14

Intégrales dépendant d’un parameétre

1) Soit f:xH.[ow e " Arctant dt

Montrer que f  est continue sur R . Déterminer un équivalent de ' en +00

(effectuer une intégration par parties, puis le changement de variable ©# = Xxt)

o dt
v (1+1)

sens de variation . Calculer F’ (x + l) +F (x ) pour X € Ri . Donner un équivalent de F en 0"

.Etudier le domaine de définition et la continuité de F' , étudier son

2) Onpose F(x)z.[

o0 sin(tx)

. e”' dt Montrer que f estdeclasse C'sur R, calculer f” et en déduire f

3) Soit f(x):.f

4) soit f(x)zj'“”#dt

0 t

Montrer que f est continue sur R* , declasse C' sur R" . Calculer f '(x) , puis en déduire f (x)

+

5) Soit f(x) Z.[OM e ch(2xt)dt . On donne J-;rwe_tzdt zg

1) Montrer que f est C' sur R . Calculer f'(x) puis f(x)

2) Sans utiliser le résultat de la question précédente, déterminer un développement en série de [ (x)

7/2 cOSt
0 x+t¢

dt

6) Soit f(x)z.[
1) Montrer que f estde classe C” sur Ri

2) Déterminer un équivalentde f° (x ) (x —>+0)

V4 1
3) Montrer que V€ {0,5} 1 —Etz <cost <1. En déduire un encadrement de f et un équivalent de

fen 0"

7) Exemple de transformée de Laplace

E désigne I’ensemble des fonctions f~ continues sur R” a valeurs dans IR vérifiant la propriété suivante :
" 34>0 3C>0 3IneN Vizd |f(t)|<Cr

1) Montrer que £ estun IR -espace vectoriel

2) Soit f€E et xeR", montrer que £ > f(t)ein est intégrable sur R*




Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-2024 feuille d’exercices N° 14

* +o©
Dans la suite de I’exercice, pour f € E, onpose Vxe R, L(f)(x) = J-o f(t)eﬁtdt

3) Montrer que L est une application linéaire de £ dans C° (Ri , R)

4) Soit f€E, A et C tels que définis dans la propriété (*) . Montrer que
. 4 . n!
VxeR, ‘L(f)(x)‘ SIO ‘f(t)‘e ’dt—i-CF
5) Montrer que lim L(f)(x) =0

!

6) Soit f € E , montrer que L(f) est de classe C' sur R’ et exprimer L(f) (x) sous forme d’une

intégrale.

7) Soit f € E . On suppose de plus que f est de classe C "sur RY et que f' € E , déterminer une
relation entre L(f')(x) et L(f)(x) pour x € R,

8) Fonction Gamma : On pose F(x) =I e dt

0

*

On rappelle que la fonction I" est de classe C” sur R,

1) Calculer F(l) , donner une relation entre F(x + 1) et F(x) .En déduire F(n) pour ne N" .

2) Donner un équivalent de I (x) au voisinage de 0 . ( on pourra considérer x I (x) )

3) Etudier les variations de I" (‘on montrera qu’il existe & € ]1 ,2[ tel que F’(a) =0)

Formule de Gauss pour la fonction [’

4) Montrer que VX € Ri lim :(1 —ij ' dt = F(x)

n—>+w0 n

X

n' n!

5) En déduire la formule de Gauss : Vx € ]Ryjr F(x) = nlion x(x+ 1). ] -(x+ n)

1
6) Quelle est la valeur de I" (Ej ?

+00
7) En déduire la valeur de I’intégrale de Gauss : [/ = jo e_'2 dt

9) X-ENS Calcul de I’intégrale de Dirichlet

+o §in¢
dt , calculer la valeur de jo —dt
t

_ SInt

+o0
En étudiant la fonction F : x> jo e
t



