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Isométries et endomorphismes auto-adjoints

1) Soitu e O(E) Soit F=Ker(u—]d) et G=Im(u—]d) Montrer que F =G" .

2) Soit R* muni d’une base B =(él , 52) orthonormée

Soit A =Mat, ( f ) Quelle est la nature de f et ses éléments caractéristiques dans les cas suivants

-1 -1 1 -3 1 V3
1) A1=L(1 _J 2) Az_l v3 3) A3=l v3

G 25 AN Hf=fiof:g=rfofss

3) Dans E un espace euclidien , soit # € E u unitaire, A€R et Vxe E fl(x)=x+i(x\u)u

Montrer que f , estun endomorphisme auto-adjoint

A quelle condition sur 4 , f , estelle une isométrie ? Caractériser alors les applications obtenues

4) Soit A€ O, (R) .Onsuppose 1 R (A—ﬂ,]n )2 =0 . Montrerque A =1, ou A=-1,
5) Soit £E=M,(RR) muni du produit scalaire usuel. Soit P € GL, (R) .
Onpose p: AeM,(R)> AP et y:AeM,(R)— PAP .
a) Montrer que si P est orthogonale alors ¢ et I/ sont des isométries.

b) Montrer que si (0 est une isométrie alors P est orthogonale . Montrer que cette derniére implication est
fausse pour W/

6) On considére E 1’ensemble des fonctions polynomes de degré inférieur ou égal & n muni du produit
1 1 "
scalaire (P\Q)=[ P(1)Q(t)d Onpose VP E VxeR u(P)(x)= (x+1)" P(t)dr

Montrer que # est un endomorphisme auto-adjoint de E et calculer sa trace ( on admet que I’on peut
permuter deux intégrales si les fonctions mises en jeu sont continues )

7) Soit A= (ai’j) €O, (R) . Montrer que

Z a;;

1<i,j<n

< n . Etudier le cas d’égalité .

8) Soit A= (al.’ j) eM, (R) une matrice symétrique réelle et (/11 yees ) un systéme de valeurs propres

de A . Montrer que Zn: Zn:ai ;= Zn:ﬂkz
k=1

i=1 j=1

9) 1Soit M €S, (R) devaleurs propres 4, ,..., 4, telles que 4, <---<

n

Montrer que VX € M, | (R) A ”)(”2 <X'"MX< A ”)(”2

2) Soit # un endomorphisme auto-adjoint d’un espace euclidien E et /| = {x eE\ (u (x) \ x) = 1}

a) Appliquer le résultat de la premiere question a #




Lycée Clemenceau Nantes PC*  2023-2024 feuille d’exercices N° 17

b) Montrer qu’il existe un vecteur unitaire appartenanta 4, ssi le [ﬂl R /171]

indication : considérer e, vecteur propre unitaire associé a /11 , €, vecteur propre unitaire associé a ﬂ,n

, poser €, =cosfe +sinfe, , f(0)=(u(eg)\eg) pour 6’6{0,%}

10) 1) Soit AeM, (R) . Montrer que la matrice A” 4 € ST (R) . Si on suppose que A est inversible ,
montrer que A’ A € A (R) .

2) Réciproquement , montrer que pour toute matrice M € S (R) il existe une matrice 4 € M (R)

telle que M = A" A etque A estinversible si M € S (R)

1) 1)Soit S S (R) . Montrer qu’il existe R € S (R) telle que S =R? (etsi S e S (R) alors
ReS"(R))
2) Soit AeS" (R) ,BeS, (R) et ReS," (R) tel que A= R’ . Montrer que AB est
semblable 8 R B R . En déduire que A B est diagonalisable .

3) Soient 4 et Cdans S, (R) , montrer que TF(A C) >0

12) Soit A€ S, (R) telle que A° = A Montrer que

Z a; ;

1<i, j<n

<ny/rgd

13) Montrer que si A est symétrique positive et U est orthogonale alors 77 (A U ) <Trd

( considérer les endomorphismes associés et une bon de vecteurs propres de A )

14) Soit E un espace euclidien muni d’une base (u1 ,...,un) et fixeEr Z(ul \ x)”i
i1

a) Montrer que f est un endomorphisme auto-adjoint de £

b) Montrer que les valeurs propres de f~ sont strictement positives .

¢) Montrer qu’il existe g € S(E) telle que g = f~

d) Montrer que (g (“1 ) seons g (”n )) est une base orthonormée de E

(On pourra considérer e; tel que U, = f (ej) et montrer que (”i \ej) =0 )

L,

15) Rayon spectral
Pour AeM, (R) on note p(A) = ﬂl\gafi)|/1| ) p(A) s’appelle le rayon spectral de 4. On pose pour
€5pc
XeM,, (R) ”X” =JX" X et pour A€ M, (R) , N(A) = sup M . On admet que
1o I
VAeM, (R) N(A) existe.
1) Montrer que N définit une norme sur M, (R) ( appelée norme subordonnée a ” ” )

2) Soit Ae M, (R) une matrice symétrique , montrer que N(A) = ,O(A) .



