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Espaces vectoriels normés ( 2™ partie )

1) Soit E un espace vectoriel normé . Montrer que ’adhérence d’un sous espace vectoriel de E est un sous
espace vectoriel de E

2) Soit A= {(x,y) eR*\ X+’ <x’ +y3} . Montrer que A est ouvert dans R’

3) Soit U unouvertet A >0.On pose /1U={/1x\er} ; Montrer que U AU est ouvert

ieR:

4) SmentA etheuxpartlesd’unevn Montrer que AﬂBCAﬁB AUB= AUB
AmB AmB AuB:AuB

5) Soit A une partie convexe d’un espace vectoriel normé E. Montrer que A4 est convexe.

6) Montrer que GL, (K ) est ouvert dans M, (K )

7) Dans un espace vectoriel normé , on définit pour 4 et B des parties de E

A+B={a+b\acA,beB} .

1) Montrer que A ouvert = A+ B ouvert

* 1 *
2) Considérons A= {—n \neN } et B= {n +—\neN ,n> 2} Montrer que A et B sont fermés mais
n

que A+ B n’est pas fermé

8) Dans E=C([0,1],R) , on considére la norme ” ”w.Onpose A= {fEE\f =0et _[ f>0}

Montrer que A est fermé dans £ pour la norme ” ”OC

9) Montrer que C, (2) =C, (A)

10) Dans E = C([O,l],R) , on considére la norme ” ”OO

Soit @ I’endomorphisme de £ défini par: Vf € E Vx e [0,1] qo(f)(x) = J-oxl‘f(t)dt

Je(A)I,
VL

Montrer que @ est continue sur £ pour la norme ” ” et déterminer H|¢)|H = Sup

11) soit E=C([0,1],R)

1
1) Montrer que I’application qui a f € E associe ” f ”1 = _[ 0| f | est une norme sur £
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2) Montrer que I’application @ : f = f (0) n’est pas continue pour la norme ” ”1

12) Soit N T’application définie sur ]R[X] par N(P) = Z _

1) Montrer que /N est une norme

n

2) L’application @: P> P' est elle continue pour cette norme ? ( on pourra considérer P, =——)
n

3) Montrer que l’application ¥/, : P> P (k) (0) est continue pour cette norme ( k fixé )

13) L’application rg:M, (]R) >R, A Vg(A) est elle continue ?

14) Soit E un K -espace vectoriel normé de dimension finie, 4 un compactde E et f une application de
A dans A telle que V(x,y) ed” x#y :>Hf(x)—f(y)” <||x—y||

Montrer que f admet un unique point fixe sur A ( on pourra considérer ’application x H f (x) - XH )

15) Etudier la continuité des fonctions suivantes ( sur leur domaine de définition )

1 f(x,y)z%;z si (x,9)#(0,0) et £(0,0)=0
2) f(x,y):m%jwz)siny si y20 et f(x,0)=1
3) f(x,y):(xzi+)m si (x,9)%(0,0) et £(0,0)=0

Pourrait on prolonger f par continuité en (0 , 0) ? ('en donnant une autre valeura f (0 , 0) )

Xyz

Tares o (022)#(0,0,0) e 1(0,0,0)=0

4) f(x,y,z)z

16) Soit f (x, y) = % , déterminer I’existence d’une limite en un point X, = (xo —X, )

17)soit E=C°([0,1],R) et T€ L(E.R) telleque Vf € E [ 20=>T(f)20

Montrer que T est croissante , lipschitzienne et continue pour ” ”DO

18) X-ENS Montrer que ’ensemble D, des matrices diagonalisables de M, (C) est dense dans M, (C)



