Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2023-2024 le 16/09/23

PC* Devoir Surveillé N°1  durée 3h30

n n
On rappelle la formule de Stirling: n!~./2n7x (—j quand n —> +00
e

Probleme 1 : Approximations de In2 par des séries

n-1
1) Soit x € ]—l,l [ , montrer que la série z (_1)
nx1 n

x" converge.

L)
2) Montrer que la série z
nx1 n

converge

oo (_l)n—l )

Dans la suite du probléme, on admet que Vx € ]—1 ,1 [ In (1 + x) = Z X
n=1 n
+00 1
3) Montrer que In2= z -
n=1 k 2

4) Pour x € ]—1 ,1 [ , écrire In (1 - x) sous forme de série

n+l

5) Montrer que VX € ]—1,1 [ , la série z al

Sn(n+1)

— 1
valeur de ; W

6) Constante d’Euler :

n

converge et déterminer sa somme. En déduire la

1
Onpose W = » ——Inn. Déterminer un équivalentde W . —Ww_ quand 7 —> 4+00. En déduire la
n n+l n

k=1
nature de la série z W, ., — W, et lanature de la suite (Wn) .Onpose y=lim w,
n—>+00
+00 (_l)k_l 2n
7) Montrer que In2= Z ( on séparera les termes pairs et impairs dans Z
k=1 k=1
2n 1
dans 2—)
o k

(2n)!
1122””(11!)2

déduire que Zan converge.

8) Pour neN" ,onpose a, =

+00 72.2
Dans la suite du probléme, on admet que z a,=—In2 .

n=1

. Déterminer un équivalent de @, quand 7 — +00. En
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| +00 (_l)k_l +00
Pour neN onposeUnzz—k —z = . 5, Z ,EZZak ,
k=n+1 2 k=n+1 k2 k=n+1 k k=n+1
o0 1

V = -
" ek (k)2

(restes de séries convergentes )

9) Calculer U, .Quevaut U, ,—U, ?

U +00 Uk

10) En déduire que R, =
) 1 n+1 knﬂk(k+1)

~+00 U 1
11) Montrer que z L = O(Rn) ( écrire k=0 | a1 aide de la définition
Sk (k+1) k(k+1) (k2
avec les &)
) 1
12) En déduire que R ~
n2"
. < 1 n "
13) Montrer que VneN Vte [0,1] Z(—l)k t* =——(—l) —— et en  déduire que
= 1+¢ 1+¢

VneN 8, =(-1) ;%dt

14) Montrer que S, ~ ( > ) (‘on fera une intégration par partie sur I’expression intégrale de S )
n

15) Soit >0. Montrer quil existe un rang NeN tel que
1 1
Vkz2N (l-¢)—=—<a, <(1+&)—=—= ( on pourra utiliser 1’équivalent de a
( )2\/7rk3/2 ( )2\/7rk3/2 ¢

obtenu a la question 8) )

16) Encadrer — par des intégrales et en déduire
PR
p+l dt p dt
Vn>N Vpz2n+l 1 g J. < a < 1+5 J-
9 /_ wil t3/2 e k 2 /_ 3/2

17) Justifier que I’on peut passer a la limite quand p —> +00 dans I’expression précédente, en déduire

1

N

1 1
18) Montrer que V, ~ 2—2 ( remplacer — > par U, , —U, dans I’expressionde V)
n

un encadrement de 7, . En conclure que 7] ~

19) Parmi les 4 séries étudiées dans ce probléme qui convergent vers In2 , laquelle converge le plus
rapidement et laquelle converge le moins rapidement ? ( réponse a justifier )
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Probleme 2 : Fonction définie par une intégrale

Les 5/2 ne sont pas autorisés a utiliser les théorémes sur les intégrales a paramétre ni aucune propriété sur les
intégrales impropres.

1odt
Pour x € R, on pose F (x) = jo — - On remarquera que cette expression existe bien pour tout x réel
(1 + tz)
puisque la fonction # > ———— est continue sur [0,1]

(1+t2)

1) Calculer F(O) et F(l)

1
2) Par intégration par parties, déterminer une relation entre F’ (x) et .[0 . En déduire

.
o dt
(1+t2)

une relation entre [ (x) et F (x+l) . Montrer que I’on peut ainsi calculer F (n) et I (—n)

pour # € N (on ne demande pas le calcul effectif ). Calculer (2) et F’ (—l)

3) Montrer que F' est décroissante sur IR

1
4) Lorsque x <0 , déterminer le sens de variation de > ﬁ sur [0,1] , puis exprimer sa
1+

1 )
valeuren f = E . En déduire lim F (x)

X—>—00

xt?

5) Montrer que V¢ € [0,1] %l‘z < ln(1+12) . En déduire que Vx e R” F(x) < .[Ole_Tdt

u2

6) Onpose VxeR" go(x) = .[OX e 2du .

L{z X

1
a) Montrer que Vx € [1,+ oo[ L e *du<-2e ?*+2e? .Endéduire que ¢ estbornéesur R*
xi?

-
b) Déterminer une relation entre jo e 2dt et (o(\/; ) . En déduire lim F (x)

X—>+00

7) Etude de la dérivabilité de F
1 In (1 + fz ) .
‘ (1 +1° )x

2
X x X . . .
a) Montrer que Vx € R ‘ e —-1-x ‘ < ?e‘ | ( on pourra appliquer 1’inégalité de Taylor Lagrange

Onpose Vx € R g(x) = —j

a la fonction exponentielle )

b) Montrer que

1(ln(1+t2))2

0 (1+t2)x°

Vx,eR Vhe[-11] ‘F(xo+h)—F(x0)—hg(xo)‘Shzj dt
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¢) Endéduire que F est dérivable sur R et expliciter F’ (x) . Retrouver le résultat de la question 3).

Calculer F '(0)

8) Suite récurrente : Posons #, =0 et VneN u, , = F(un)

a) Montrer que F' admet un unique point fixe / sur R etque / € [0,1]
b) Montrerque VneN u, € [0,1]

¢) Montrer que VX € [0,1] ‘F'(x)‘ <In2.Endéduireque Vh e N |u

/|<(In2)

un—l|.

n+l

d) En déduire que (”n ) converge et déterminer sa limite.

neN

Probleme 3 : Fonction définie par une intégrale

et VxeR’ f(x)zj

2 dt

. 1
Onpose Vi€ R (o(t)z— Tent
Y 4+ Smn

t+sint

1) Montrer que sintz+¢t=0 < =0
2) Endéduire f est définie sur R et étudier la parité de f

3) Montrer que f est dérivable sur R" et calculer sa dérivée. Exprimer f ' (x) sous forme factorisée.

. . . *
En déduire le sens de variationde f sur R

20 dt

2x d
< I —t
X t

4) Montrer que Vxe R’ ‘f(x)—j t(t . t)
x + Sin

x . t .
5) Montrerque 3meR, Vizm t+sthE.Endéduire lim f(x)

X—>-+0

. 1 1 . TP
6) On pose VieR g(t ) =—————— . Montrer que g admet un développement limité a
t+sint 2t

I’ordre 1 en O et le déterminer. En particulier, g est prolongeable par continuité en 0 .

7) Endéduire que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0 et le déterminer ( on fera intervenir

une primitive de g ). Montrer que f  est prolongeable en une fonction dérivable en 0 . Déterminer

f (0) et f ' (0) . Déterminer la position de la courbe de f* par rapport a sa tangente en 0 .

8) Déterminer un équivalent de [ ’(x) en 0 et en déduire que f est 2 fois dérivable en 0. Expliciter

/7(0)



