Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2023-2024 le 08/11/23

PC* Devoir Surveillé N°3 durée 2h

Exercice 1 :

Soit A€ M, (R) telle que A° =—A et A#0. Soit fEL(R3) telle que AZMatB(f) avec B la

0 0 O
base canonique de R’. Onadonc f” =—f et f#0. Onpose A'=[0 0 -1
01 O

1) Montrer que [~ #—1Id  (on pourra utiliser le déterminant )

2) Montrer que f estnon injective ( on pourra procéder par I’absurde )
3) Onpose F = Ker(f2 +[dE). Montrer que £ = Kerf @ F et montrer que ' =1Im f .

4) Montrer que F' est stable par f .On appelle f,  ’endomorphisme induit par f sur F . Montrer que
f.> =—Id, .Endéduire que dim F #1. En déduire que dim F =2 . Que vautalors dim Kerf ?

5) Soit u, un vecteur non nul de Kerf , u, unvecteur nonnul de F' et u; = f(uz) :

Que vaut f (u3) ? Montrer que (u LUy, u3) est une base de R” En déduire que A et A'sont semblables.

6) Etude d’un exemple :

-2 -4 3 0 2 -1
Onpose A=| 1 3 2|, ondonne A*=|1 1 —1|et A=—A4 ( on ne demande pas de le
0o 2 -1 2 4 -3

vérifier ).Déterminer une matrice inversible P telle que 4'=P ' AP (on ne demande pas de calculer P )

7) On revient au cas général avec une matrice 4 € M, (R) qui vérifie A° =—A et A#0.

Soit P une matrice inversible telle que A'=P'AP

Onpose C(A')={NeM,(R),AN=NA} et C(A4)={M eM,(R),AM =M 4].
a) Déterminer toutes les matrices appartenant a C (A') . En déduire une base de C (A') .

b) Montrer que (13 LA, A ) est une base de C(A') .

¢) Montrer que M € C(A) < P'MPe C(A'). En déduire que (13 JA, A ) est une base de C(A) .

Exercice 2 :

On admettra que si A et B sontdans M, (K ) alors ’application X € K > det(x A+ B ) est

polyndmiale.

1) Soient 4, B, C, D desélémentsde M, (K)

A B
On suppose que D est inversible et que DC =C D . Montrer que det [C DJ = det(A D-BC )

A BY D 0
indication : exprimer det 1 de deux fagons
C D\-C D
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2) Supposons encore que DC=CD et DeM, (K ) quelconque ( pas forcément inversible )

a) Montrer qu’il existe un nombre fini de valeurs de x € K tels que la matrice D —x 1/ , Soit non inversible.

On pose X,...,X, ces valeurs. Donc Vxe K \{xl,...,xp} D—x1 estinversible

A

b) Montrer que ‘v’xeK\{xl,...,xp} det(c DexI
_x n

]zdet(AD—BC—xA)
c) Montrer que la relation de la question b) est valable Vx € K

A B
d) En déduire det =det(4D-BC)

Cc D

3) Application

n

A 24

2 1 . 24, A4
On pose Alz1 5 et VheN A4, =

a) Quelle est la taille de la matrice 4, ? Déterminer det 4, ,, en fonction de det A,

b) Déterminer det An en fonction de n

Exercice 3 :

Soit Ne M, (]R) une matrice nilpotente, ¢’est-a-dire k€N N* =0 .Onpose A=1,+ N
Soit u € L(R3) telle que N = Mat, (u) avec B la base canonique de R”.

1) Supposons N° =0 et N> #0 (N est nilpotente d’indice 3 )

a) Soit a € R? tel que u’ (a) # 0 . Montrer que (u2 (a),u(a),a) est une base de R’ et en déduire que
01 0

N estsemblablea N'=|0 0 1
0 0O

b) Soit M = N> —N .Montrerque M*>#0 et M’ =0.En déduire que M est semblablea N

3 - .
¢) En remarquant que (A—I3) =0 , montrer que A est inversible. Déterminer A "en fonction de

I, A4, A* puis en fonction de I;,N, N?.En déduire que A" est semblable a A

2) Supposons N> =0 et N#0 (N est nilpotente d’indice 2 )

a) Montrer que Imu < Keru . En déduire la dimension de Imu et de Keru

b) Soit €; & Keru . On pose € =u (e; ) et on considére €, € Keru non colinéaire & €|

Montrer que (el' ,e; R 63') est une base de R*. En déduire que N est semblablea N" =

S O O
S O O
S O

c¢) Montrer que —N est semblable a N .

d) Montrer que A est inversible et que A" est semblable & A4



