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On définit, pour tout le probléme, la fonction Gaussienne G : R — R donnée par G(z) = 1</ .,

Var
On rappelle I'inégalité de Marko : Si X est & valeurs dans R* et despérance finie ona : Va>0 P()(Zar)s—ELY-2
a

e

At) = ( /; e n)a B{t)= - /o ' f:f:;") da.

montrer que les fonctions A et B ont la méme dérivée,

a. Pour ¢ > 0 on pose

b. En déduire que
+00
G(z)dz = 1.

-0

2) Etant donnée une fonction 9 bornée continue sur R, résoudre 'équation différentielle

¢'(2) - zp(z) = g(z).

+00
8) Etant donnée une fonction J bornée continue sur R, et posant (f) = / f(z)G(z) dz, montrer que la fonction
donnée par !

oe) = [ Va(s) — (1) ay
est de classe C? sur R et est solution de I'équation différentielle

¢'(z) — zp(z) = f(z) - (f).

Montrer aussi que & :
00
ole) =~ [T e 5) — (1))
z
4) Montrer que pour tous nombres réels z,v, on a
e V'/2 g ¢~ /2,—a(y~3)

Montrer que pour tout z€R on a

CO"f"oo

lole)l < Ll

avec Co < max(4,2v2re). Pour ce faire, on distinguera les cas ¢ > 1,z € —1,-1 € 7 < 1. En déduire que ¢’ est
bornée sur R.

5) On suppose dans tout le reste de cette partie en outre que f est de classe C! avec J' bornée sur R.
Montrer que

+00 -
o)== [ e (g(o 1 a) - (1) do
En déduire que pour tout z € R, on a

L+ 2Dl @)1 < C(Iflloo + I1£'llc0),

ol C est une constante indépendante de f. En définissant C; comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.

6) Justifier que ¢ est de classe C2 sur R et que pour tout z € R on a

" @)1 < ClIlloo + 1 1loo),

ol C est une constante indépendante de f. En définissant C3 comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.



IT

Soit (gs)nen une suite de fonctions réelles positives continues par morceaux.

1) En utilisant une intégration par parties que I'on justifiera, montrer que pour toute fonction ¢ de classe C? sur R
telle que ¢ et ¢’ soient bornées sur R, on a

[ ctaw@ - avtanaz=o.

2) On suppose pour cette question que la suite (gn) est telle que gn(z) dz =1 et que pour toute fonction h de
classe C! sur R telle que h et h' soient bornées, on &

) /_m an(z)(K (z) — zh(z)) dz = 0.

Montrer, en utilisant les résultats de la partie I, que pour toute fonction f continue bornée, on a

in [ o@eas [ c@fes.

II1

Dans toute cette partie et la suivante, on suppose que (X;)ien est une suite de variables aléatoires discrétes & valeurs
réelles, sur un espace de probabilité. On suppose que les X; sont indépendantes, d’espérance nulle, de variance
1, et uniformément bornées en valeur absolue par une constante M.

cest-d-dire Vie N |X,|<M (ouencore X, (Q)c[-M,M])

On pose, pour tout n, Zp = ‘/-(X1 +++++ X,). On notera P la probabilité et E 'espérance.

Soit f une fonction de classe C! sur R telle que f et f’ sont bornées sur R, et (f) = f(z)G(z) dz. Soit p définie
A partir de f comme & la question L 3). i

A ’ Montrer qu’une variable aléatoire discréte bornée admet une espérance °
L) Vérifier que ‘
: E (¢ (Zn) — Znp(Zn)) = E(f(Zn) — (F))-
Pour i entier dans [1,7n], on définit Z, ; = 71,-‘(X1 4o+ X+ Xipnt--+ Xp) =20 — 7117X"' En utilisant les
résultats de la partie I, montrer que

< 25 1+ 1£10)

X,go(Zn) Xi‘P(Zn,t) f/(i‘p (zn,!)

( on pourra appliquer la formule de Taylor reste intégral & @ )

(‘) 1 En déd@ que
l Eap(Zo)) - 2 3B (2| < B (Ml +17lo)

s=l

S’)' En utilisant le méme type d’arguments, montrer que

B/ (@) = 3B/ )| € (1l + 1)

( Onadmetira que (E(XY))' <E(X*)E(Y?) si Xet ¥* sont despérance fnic )

\ +00 C 1
(9) En déduire que IE(f(Z")) "/;m f("’)G(-":)de < L(l7+_;'3i)(“f"w + 1 lloo)-



/’H Soit a€ R, on note I, lafonctionindicau'icedel’intcmue ]—oo,a] c’est & dire
IL(x)=1si xe]—oo,a] et I,(x)=0 sinoy

Soit g>0,d6terminer\meexp|miondelafonctionfdeclam C' égaled 1 sur ]_«,,a_g],éyleio
sr [@,+0[ et polynomite de degré 3 gyr

[a-2,a]. Montrer que Set f sont bomées sur R et
dtormiver 1], e[,

On admet qu’il existe de méme une fonction g de classe C!

égale & 1 sur ]~o,q], égale 4 0 sur
[a+,+<o] et polyndminte o dogré 3 sur [@,a+&] ( on ne demande pas son expression ) et telle que
lel. =171 «tlg'l, <),

Justifier que. f <1, < g puis que E( 1(2,))=P(z,<a)<E(g(z,))

Montrer alors que P(Z, Sa)=I_:G(x)dx+O(n‘"‘) lorsque 7 —> +00

IV
qn garde les mémes hypo!:héses qu'a la partie précédente, & savoir que (X;) forme une suite de variables aléatoires
discrétes & valeurs réelles, indépendantes, d’espérance nulle, de variance 1, et uniformément bornées en valeur absolue
par une constante M.

1
Zﬂ:ﬁ(xl"'""l"xn)-

A) &) Montrerque VA€[0,1] V(x,x,)eR? 509 < et 4(1-2)e* (%)
Soit re R” ﬁXé,et;oith:xl—)e""“‘

En appliquant Iinégalité (*), obtenir une majoration de A syr [—M,M] par une fonction affine

En déduire que V¢ € R* Vi e N E(e""')s.;.(e‘“ +e )

b. Montrer que pour ¢t > 0 et M 20,ona

%(etM +etMy ¢ edt’ M
2) En déduire que pour tout § > 0,

1 —a8
P(;EX;;J) <e BT,
i=1

8) Comparer ce résultat a celui de la question IIL.}): quelle est la meilleure estimation quand n tend vers l'infini Z

4)
a. On définit sur R la fonction e —1—g
flz) = T M nio .u—{(a:

\
2
Montrer que si | X| < M on a f(X) < f(M).

b. En utilisant les hypothdses sur X; et I'inégalité 1 + 2 < €7, en déduire que pour tout ¢ > 0 et tout i,ona

E(e'*) < exp (M!,—(e“‘ -1- tM)) .

En déduire 1'amélioration suivante du résultat précédent:

n

3 (-I-Zx‘ > a) <MY od B(x) = (1+2)log(1 + 2) — .

n
=1





