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PC* Devoir Maison N°1

Probléme 1 : formule de Stirling et constante d’Euler
Partie I -

On considére l'intégrale :
n
I.= (2cos"xdx
n= [ .
ou n désigne un entier naturel.

LA -

IA1) Déterminer une relation de récurrence entre I, ,, et I, .
2p)x
ILA.2)  En déduire que VpeN L,= —2%;!—)7
LB - |
I.B.1) Montrer que Va21 I, <I <I, , .

Montrer I'équivalence : I, ~ I, ,

I.B.2)  Montrer que la suite (J,,) _p avecJ, = (n+1)I,I,,, estconstante et
en déduire 'équivalence : I, ~ A/2E ;

I.B.3) Application 1
Montrer, lorsque ¢, réel, tend vers +« , 'équivalence :

T

2 t T
fo (cosx) dx Th

I.B.4) Application 2 (rilln
A T’aide de la série de terme général u, = ) |sinx|”dx , montrer que l'inté-
nn

grale impropre f +mlsinxl"dx est divergente.
1

Indication: Exprimer u, sous forme d’une intégrale sur [0,7] puis montrer que

T 2I”/2(cosu)("+l)'du et utiliser la question précédente - Howhan oL 2 Un A
" 0

I.C - On pose,pour nz1, u, = (n+%)ln n-n-lnn! etv, =u, -%,.

I.C.1) Montrer 'équivalence :
1

D o ==z

> 12n2 .



1.C.2) En déduire que la suite (#,),eN est convergente. On notera S sa\
limite,

LD - Etablir Iexistence d’une constante C >0 telle que :

1
n+s

2 -n

nl~Cn “e .

LE - En utilisant la question 1.B.2, en déduire Péquivalent de Stirling :

n -n
n!~.J2nnn e

Partie II -

Cre
On admet que vxe]-L1[ In(1+x)= Z

n=1

On rappelle que Z——lnn+7+o(l) quand 7 —> +o0

k-—-l

+<o 1) ,
On pose f(x)=21n(l+;)x
n=1
ILA . Montrerque f estdéfinie sur [-L1]
ILB. Onpose Vxel]-LI[ g(x)=f (x)+mn(1-x) . Ecrire g(x) sous forme de série . Montrer
que g est bornée et décroissante sur [0,]] . En déduire que g admet une limite finie en 1.
On pose / =lim g(x) .On prolonge g par continuité en 1 en posant g(1)=1 .

II.C - On admet que g(1)= i(ln(Hl) —l} ( ¢’est-a-dire que I’expression de g(x) sous forme
' n=1 n n

de série est valableen x=1 )

Montrer que [ =—y

I1.D ' Une expression initéé;alemae e

On pose I = f( I—nTILT))

1) Montrer I'existence de I.

2) Montrerque! = m( : —- 512) e “dx et que I'application
l1-e

b x> ——=-1 estbornéesur 10, +a[ .
1-e



3) Montrer que pour tout n=1,0n a @

—x -(n +1)x

N
. (cmdicabiony col wle
toa "
4) Montrerquepournzlete>2,ona Z_éQ .
. —(n+1)x e o o dpmt
+°°ex—e _ (n+ ‘-a—dx
.L x dx-J'e x J¢Qf,‘gm:\
Pintégrale
5) Calculer l'intégr el om\e
- e—x _e—(n+ 1)x ( : J -
J‘o p dx . O~ € (Sn o 4 d*‘*_f e, *J_ Aw)

6) Endéduirel =1vy.

Probléme 2 : intégrale de Dirichlet

On pose 1= Irgdt (on rappelle que cette intégrale converge )

(2n+l)— L
2 sint

Pour tout entier naturel mon nul », on définit I, et J, par: I, = I —d‘ et

sin(2n+ l)t

J =
" sint

o'—.NIH

sin(2n +1)¢ dr

A_ a. Montrer que I, = ;

O eyt | Y

b. Soient x e ]O; %] et k un entier naturel non nul.

Ecrire sinxcos(2kx) a I’aide d’une différence de deux « sinus » et en déduire une relation
entre M et Zcos(ka).
sin x =

c. Calculer J,.

2 . Lemme de Lebesgue
Soit g une fonction de classe C'sur un intervalle [a,b] ou a et b sont des réels avec a<b.

b
On pose, pour tout entier naturel n, L = .[g(t) sin(nt)dz . Montrer en utilisant une intégration

par parties que la suite (L, ) tend vers 0 lorsque » tend vers +o.

3 _. On définit la fonction @ sur |:O ] par ¢(x) —l——l— pour x € 0 et (0)=0.
2 x sinx 2

a. Donner le développement limité a ’ordre 1 en 0 de 0.
b. Montrer que pest. €.V sur [0;%].

" . Conclusion
Montrer que lim (7, -J,)=0 et en déduire la valeur de I’intégrale 1.

n—-+0





