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L'objectif du probléme est d’établir, par des méthodes euclidiennes, des théordmes d'spproximadion
par des polyndmes ou des exponentielles-polyndmes de certaines fonctions définies sur [0, 400[ ou sur R..

Les parties I et IT sont indépendantes. La partie III utilise les résultate des parties I e, I,

Etant donné un intervalle I de R, on appelle fonction polynomiale sur I toute fonction de Jo forme
= :

f: IR,z Ez\ka:", ol n est un entier naturel et \g,...,\n, des nombres réels.
k=0

l. Résultats préliminaires

I.1. Etude d'une série entidre
Pour tout réel z strictement positif, on pose

00
I'(z) = / t*le~tds,
0

1) Montrer que la fonction I' est bien définie, et & valeurs strictement positives.

2) A l'aide d’une intégration par parties que I'on justifiera avec soin, montrer que I'(z+1) = zI'(z) powr
tout =z > 0.

Soit o un réel strictement supérieur & —1. Pour tout n € N, on pose a, = LC'HD.
n!

3) Déterminer le rayon de convergence R de la série entitre Z an,z™.

4) Montrer que

' Z anz" = (f(_aT-;a];I)-l pour tout z €] — R, R|.
n=0

o +00
On pourra effectuer une permutation des symboles Z et / » que I'on justifiera soigneusement.

n=0 0
Il. Polynémes de Laguerre
Dans toute cette partie, on fixe un ré-e} a > —1, et on note E, 'ensemble des fonctions continmes

00
f :[0,+00[— R telles que I'intégrale / z% ™" f(z)*dz est convergente.
0

2
8) Montrer que, pour tout (a,b) € R2, |ab] < 2 ;:bz.

+oo
9) En déduire que, si f et g sont deux éléments de E,, l'intégrale / z% ™" f(x)g(x)dx est convergenve.
0

10) En déduire que E, est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel C([0, +oo|,R) des fonctions
continues de [0, +oo[ vers R.

11) Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, +00| est 6lément de Ea.
Pour tout entier naturel n, on définit les fonctions
¢n 3]0, +00[= R, z - g™t

et
¥n 30,+00[— R,z z""e'tps,") ()

ol la notation ™ désigne la dérivée d’ordre n de t¢n (avec la convention cp{,o) = 90).

12) Calculer 11)0, 1/)1 et 1/)2.



13) Pour tout n € N, montrer que la fonction ¥, est polynomiale. Préciser son degré et son coefficient
dominant.

Dans la suite, on identifie 1, & son unique prolongement continu & [0,400[, qui est wne
fonction polynomiale sur [0, +oo[. Cela permet de considérer 1, comme un élément de E,,
ce qu’on fera désormais.

Pour tout (f,g) € E2, on pose ke
(o= [ st f(@la)d.
0
14) Montrer que (-,*) est un produit scalaire sur E,.

Dans la suite, on note || - ||o la norme associée & ce produit scalaire, définie par
e 1/2
Iflla = ( / e“‘z"f(z)z‘dz) pour tout f € E,.
0

15) Soit 7 un entier > 1. Pour tout entier k € [0,n — 1], établir que

#¥)(z) = 0 quand = tend vers 0 par valeurs strictement positives,

et que
¢®(z) = 0(e™%) quand z - +o0.

16) Soit m et n deux entiers naturels. Montrer que

+co
) = (1" [ 4D @)n(e)iz
En déduire que la famille (3,)nen est orthogonale pour le produit scalaire (-, -).

17) Montrer que, pour tout neN, [#all2 = nIT'(n+ a+1) (la fonction I' a été définie dans la partie I).

I1l. Approximation
On conserve les hypothéses et notations de la partie II. Pour tout entier naturel k, on définit la fonction
fi : [0,+00[— R,z 5 e7*=,

qui est élément de E, (on ne demande pas de le vérifier).

Pour tout N € N, on note Vy le sous-espace vectoriel de E,, engendré par la famille finie (Prdocmenn
on note 7y la projection orthogonale de E, sur Vy. i

it 2
18) Soit k € N. Montrer I'existence de la somme Z L Yn)” et calculer sa valeur.

2 a2
19) En déduire que, pour tout k € N, || f — 7x(fi)]l« = 0 quand N — +o0.

[






