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La troisiéme partie est indépendante des deux premiéres.

« Contindiment dérivable » veut dire « de classe C Py

On pose / =j::ln(ln(taﬂx))dx

Premiére partie

11 est admis que, si la fonction réelle f, définie sur un intervalle I de la droite réelle IR, est convexe, pour toute suite
croissante de trois réels z1, %2, 73, (1 < T2 < z3) appartenant & l'intervalle I, les valeurs prises par cette fonction en
ces points vérifient la relation suivante :

f(z2) — f(=) _ f(za) = f(z1) < f(z3) ~ f(z2)

Ta—-2y = T3—-3 T3 — T3

Soit F une fonction inconnue, définie sur la demi-droite ouverte ]0,+o0o|, prenant des valeurs strictement positives
(F(z) > 0), qui vérifie les propriétés suivantes :
i. pour tout réel z strictement positif : F(z + 1) = zF(z) .
ii. La fonction z — In F(z) est une fonction convexe.
iii. La fonction F prend la valeur 1 en 1: F(1) = 1.

Encadrement de F (n + x) et de F (x) :

Dans les quatre premiéres questions, x est un réel appartenant & I'intervalle semi-ouvert ]0,1] et n un entier naturel
supérieur ou égal & 2 (n > 2).

1) Démontrer les inégalités suivantes : In F(n) —In F(n — 1) < ShhF(n+1)-InF(n).
2) Calculer F(n). En déduire un encadrement de F(n+z) a I'aide des deux expressions (n—1)%.(n—1)! et n®.(n—1)L.
3) Etablir la relation qui lie, pour tout entier p supérieur ou égal 2 1 (p > 1), F(p + z) & F(z).
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4) En éduire les inégalités suivantes : z—:‘_n-F(z) <

Unicité de la fonction F :

Dans les questions 5 et 6, il est admis qu'il existe une fonction F, positive (F(z) > 0), définie sur la demi-droite ouverte
]0, +00|, vérifiant les hypotheses i, ii et iii. Etant donné un entier strictement positif n, soit u, la fonction définie sur
n®.n! ‘

z(z+1)..(z+n) '\

5) Déterminer, en supposant le réel z appartenir & I'intervalle semi-ouvert |0, 1], la limite de la suite (uy (@eeN |
lorsque I'entier n croit indéfiniment. '

6) En déduire la limite de la suite (un(z)), N+ lorsque V'entier n croit indéfiniment, pour tout réel z strictement
positif.

7) En déduire qu'il existe au plus une fonction F définie sur la demi-droite ]0, +00[, strictement positive, vérifiant
les propriétés i, ii et iii. .

la demi-droite ouverte |0, +oo[ par la relation suivante : u,(z) =

Fonction I :

Soit k la fonction définie sur le quart de plan ]0, +00[x]0, 400 par la relation suivante :
k(z,t) = t="1¢™t,

8) Etudier, pour un réel z donné, I'intégrabilité de la fonction : ¢ — t*=1 e~ gur la demi-droite ouverte )0, +0o|. “
r



Soit I' 1a fonction définie sur la demi-droite ouverte ]0,+00[ par la relation suivante :

+00
I(z) = / " Letgs,
0

9 Et&bli_r? que cette fonction I' est strictement Positive (T(z) > 0).

l
On adme¢ que Ia fonction I est de classe C? sur R et qu’on a les relations suivantes :

Vx € R: I-v(x) =J-o+w(lnt)tx—l e—l dt et F.(x) " JAOMO(lnt)Z ) e’ dt

IO/ {’ Préciser I'expression de la dérivée de la fonction T pour z = 1, I'(1), au moyen d'une intégrale,

Existence de la fonction F : \

1) | a) Soient @ , b, x dans R: tels que @ <p . Montrer que

2
( I g lntdt) < ( J' = e"dt)( j' el (Int)’ dt)

b) En déduire que Vx e R (I“'(x))2 Sl"(x)r'(x) |

¢) Démontrer que Ia fonction I” est Ia fonction F édiée dans les questions précédentes.
On a donc en particulier Vx € R, F(x) = "l_igo u, (x)

1 est admis, dans la suite, que Ia constante d'Euler  est définie par I relation suivante :

=1
7=n_1§$m(zi‘ln")‘

k=1 P g L
Valeur de I"(1) ;\ it T L G )y

Soit (gn)n>; la suite des fonctions définies, pour tout entier n supérieur oy égalal (n> 1), sur la demi-droite ouverte |
10, +00[ par la relation suivante : ‘

n
z
9n(T) =zlnn-Inz —kglln(l + E)
12) Déterminer, & I'aide des résultats obtenus précédemment, la limite de 9n(z) lorsque Pentier n croit vers l'infini
et que le réel z appartient  la demi droite-ouverte |0, oo,

Soit (Un)n>1 la suite de fonctions définies, pour tout entjer n supérieur ou égalal (n= 1), sur la demi-droite
ouverte 0, +oo[ par les relations suivantes -

v1() = g1(z) ; pour tout entier 1 supérieur ou égal & 2, 4, (@) = gn(z) — gn_y (z).

13) 11 est admis que chaque fonction v, n € IN*, est continfiment dérivable ; démontrer que la série des fonctions
dérivées, de terme général v),(z), n € IN*, est convergente pour tout z strictement Positif puis uniformément
convergente sur tout segment [a, b] contenu dans Ia demi-droite ouverte 10, +o0|.

14) En déduire la limite de la suite des fonctions dérivées g/ .

15) Que vaut I'(1) au moyen de la constante d’Euler, ? :
Seconde partie

Soit 5 un réel donné strictement positif (s > 0).

Fonction L :

~1)"
16) Etudier la convergence de la série de terme général w,, n € IN, définj par la relation suivante : Wy = -—-(—L

(2n 4+ 1)
0 (_1)°
Soit L Ia fonction définie sur la demi-droite ouverte 10, +00[ par 1a relation : L(s) = 2_:0 (2(" +)1)- _
n

) )
17) Démontrer que la série 'de terme général (2(" +)1), 22 b uniformément convergente sur le

segment [0, 1]. /



—1 n i @
Soit ¢(z) la somme de cette série : p(z) = § —(—)—-1‘2"""- Déterminer la fonction ¢ définje
n=0

(2n+1)*
sur le segment [0,1]. En déduire L(1).

; In
18) Soit h, Ia fonction définie sur la demi-droite ouverte 0, +o0c[, par la relation suivante : h,(z) = ;,f Etudier

les Vl:lriations de la fonction h, sur son ensemble de définition. Soit z, I’abscisse du maximum de cette fonction.
Préciser les variations de la fonction s - z,.

19) Dt%montrer que la fonction L est contindment dérivable sur la demi-droite ouverte ]0, +00[. Exprimer la valeur |
prise en 1 par la fonction dérivée L', L'(1), au moyen de la somme d’une série.

Expression du produit L (s) .G (s) :

20) Calculer, pour tout entier n strictement positif (n € IN*), au moyen d'une valeur prise par la fonction I', l'intégrale
+00
suivante : I, = / e ™t 1dt.

0
t

+00 -
21) Démontrer la relation : L(s).I'(s) = / ﬁt"ldt.
0

Calcul de Pintégrale I :

1l est admis que la fonction s — L(s).I'(s) est continiiment dérivable et que sa dérivée est donnée par la relation
. : d 00 e-tlnt s—1 |
suivante : E(L(S).G(s)) = [) l—mt dt.

22) Aprés avoir donné au réel s la valeur 1, effectuer le changement de variable u = e dans I'intégrale. Effectuer un
nouveau changement de variables pour obtenir I'intégrale I définie dans le préambule :

w/2
i= In(In(tan z))dz
w/4

Troisiéme partie : généralisation de la formule de Stirling

On considére la fonction I" introduite dans la partie précédente. On rappelle que I est définie sur R: ,quelle

vl YN Tlnsl) ot e ey T i e

On pose Vt € R* h(t)=t—-|_t_|—% ol ,_t_| désigne la partie entiére de ¢
On pose également VX e R* H(X)= onh(t)dt

23) Enutilisant Stirling, montrer que ln(n!)=(n+%)lnn-—n+ln(\/2_ﬂ')+o(l) (n->+oo)

On va généraliser cette formule a la fonction I”
24) Montrer que A est 1-périodique , continue par morceaux sur R* et bornée sur R*

25) Montrer que H est continue sur R* et de classe C' sur R* \ N .

26) Calculer H (1) pour n€ N et montrer que VX e R*  H(X)= %(X -Lx ) (x-|x]-1)

En déduire que H est bornée sur R*



27) Soit x>0 . Monuerque_[ H(t) -dt converge.

+x)’

28) Soit X eR*etn=| X |. Enecnvmtj

IM—)dt Ix—gldt

t+x t+x t+x

déterminer une relation entre X h—(th et ¥ ﬂQ—- dt
o ° (t+x)’

h(f) +o h(t
29) Endédmrequej dt eonverg«eetqu«.ejo t_-f-_xl .‘o (t+(x; —=dt pour x>0 .

Onpose VxeR, VneN F;v(x)=ln((x+l)(x:2)"°l'.(x+n+l)J

Onadonc F, (x)—> In(F(x+1)) (n> +0)

x+i+]

30) On considére toujours x > 0 .Montrer que Vie N j lntdt=ln(x+i)—j:+lu_i—ldu

u+x

Endédumquef ndr= Zh‘("“) IM :iuz 21:+]ud:x

Montrer alors que

F,(x)= ln(n!)+(x+1)lnn—(x+n+%)ln(x+n+l)+n+l+(x+%)lnx_ nt h(u) du

O u+x

0 u+x

31) Endéduire que Vx e R, ln(F(x+1))=(x+—;-)lnx—x+ln(\ﬁ;)_jmzl.(l).du [t timen 23))

32) En déduire que ln(F(x+l))=(x+%)lnx—x+]n(‘/§_ﬂ_)+0(i) (x> +)
On veut affiner ce développement

33) Onpose VX eR* K(X)=[ H(r)dt

a) Montrer que K estde classe C' sur R* .

On admettra que VX e R* K(X)=—T12—X+B(X) avec B une fonction bornée sur R*

HBG 2_[MK—(t)—dt.
(42T (rx)

¢) En déduire que 1n(1“(x+1))=(x+—12—)lnx—x+ln(ﬁ;)+l—21—x+0(}17) (x > +0)

b) On considére toujours x > 0 . Montrer que I





