Lycée Clemenceau Nantes PC*  2024-2025 feuille d’exercices N° 1

Révisions : Suites ,comparaison des suites et des fonctions

1) 1) Théoréme de Césaro : soit (un )n21 une suite réelle ou complexe convergeant vers / et (Vn )n21 définie
1 n
par: VneN v = —Zuk Montrer que (vn )n>1 converge vers [ ( étudier d’abord le casou / =0 )
k=1 -

u

n+l

2) Application : : Soit (un )nE y telle que Vn u,> 0 .On suppose que [ j converge vers
neN

u

n

) 2n
A >0 Montrer que %/u, converge vers A (on passera au logarithme ) .Déterminer lim » (

n—+w0 n

2) Soit (un) définie par la relation Vne N u , =sinu, .Déterminer la limite de (un) ; en considérant

1 1
v, = uT —— etenappliquant Césaro , déterminer un équivalent de u, lorsque 7 — 400
n+l n

3) Montrerque VneN" Flx, e R x,—e ™ =n Montrer que X, € [n;n + 1] . Donner un équivalent

et un développement asymptotique d’ordre 2 de X, —# en +00

1 1 1
4) Pour n=1lonpose u, =l+—+--+— et v =u, +—
1! n! nn!

1) Montrer que les deux suites (”n ) et (vn) sont adjacentes .

2) Montrer que lim u, =e

n—>+%

3) Montrer que e est irrationnel

3) Soit f()c):2+i .Soit la suite (u” )neN définie par u, :f(“n) et u, >0
X

, . . . * .. *
1) Déterminer 1’unique point fixe de f sur R . ettracer le tableau de variations de fosur R .

2) Montrer que Vi >1 u, =2
3) Majorer ‘f'(x)‘ sur [2,+OO[ et en déduire que f est lipschitzienne sur [2,+OO[
4) Etudier la convergence de (u” )ne N

6) Soit f* définie par Vx € R f(x) = Arctanx+e" —1 . Montrer que f est bijective de R dans un
intervalle / a préciser, que sa réciproque est C” sur [ , que f admet un développement limité a tout
ordre en 0 et déterminer le développement limité en 0 & I’ordre 3 de f B

1—chx

7) Déterminer DL d’ordre 2 en 0 de
l-cosx

-1

. 1
8) Déterminer un équivalenten 0 de ¢® ——+
I+x 1+2x
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x+1 1
9) Déterminer un équivalent en +00 de In (—j -

X 1+x

10) Déterminer (presque) sans calcul un équivalent lorsque 7 — 400 de :

a) 1n(1nn)—21nn+ln—n
n
e" 1
b) —+—
n! Inn

11)DL al’ordre 4 en 0 de f(x) = Arc tan(e")

1
12) Asymptote et position par rapport a I’asymptote en +0ode f (x) =x* Arctan (1—]
+X

13) Déterminer lim (ln x)tan(%j

x—e

14) Inégalité de Jensen (pour une fonction convexe )

a) Soit f une application convexe sur un intervalle /

Soient (xl,...,xn)eln et (A,...,AH)E[O,I]n tels que Zn:ﬁ,l =1

i=1

Montrer que f(z A, xl) < z&i f(xl_) (*)
i=1 i=1
Indication : on procédera par récurrence sur n . Pour I’hérédité ( passage du rang n au rang n+1 ), poser

S = z A, , appliquer I’inégalité de convexité avec les coefficients S et 1 —.§
i

b) Que donne I’inégalité (*) pour une fonction concave ?

¢) Application : Soient (al,...,an)e(Ri)n et (/11,...,2”)6[0,1]" tels que i/ll =1

i=1

1/n
n n n n
Montrer que z Aa = H al.]"" . En particulier justifier que —z a, = (H al.) .
i=1

1
i1 i=1 nia



