Lycée Clemenceau Nantes PC*  2024-2025 feuille d’exercices N° 6

Algébre linéaire , matrices

1 Soitue L(E ) telleque VX€ E u (x) € Vect (x) Montrer que % est une homothétie .

2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels , f EL(E,F) et g EL(F,E) vérifiant fogo f = f
et go fog=g . Montrer que E = Kerf @Img . Que peut-on dire alors de l”g(f)et l”g(g) si E
et F’ sont de dimension finie ?

3 Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de £ . Soit F' (resp G’ ) un supplémentaire de F NG
dans F' (resp dans G ). Montrer que F'+G =(F(\G)@F'@G'

4 Soitue L(E) et keN telsque u*' %0 et u* =0 .Ondit que u est nilpotent d’indice k .

1) Montrer les inclusions strictes {0} c Ker (u) c Ker(uz) c--C Ker(uk_l) ck
2) Montrer que si E est de dimension finie 7 alors K <n (etdonc u" =0 )
5 Soient p et g deux projecteursde £ . Montrer que pog+qgop=0 = pog=qop=0
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que p+¢ soit un projecteur de £
Dans ce cas , déterminer Ker(p + q) et IIn(p + q)

6 Onsuppose que dim E est finie , soient /4, et H, deux hyperplans distincts de E . Déterminer
dim(H, " H,)

7 Soit Pe R[X] tel que deg(P) =n=1 ; On suppose qu’il existe 77+ 1 rationnels 7 ,...,7, ,
distincts deux a deux tels que Vk € [[O,n]] , P(Vk ) € Q Montrer que P € @[X] .

8 Soit E = C’ ([0,1] ,R) et (ai )151517 une famille de p éléments 2 a 2 distincts dans [0,1] .On pose

F={feE\Vie[l,p] f(a)=0}
Montrer que £ est un sous espace vectoriel de £ et déterminer un supplémentaire de F dans E
9  Soit fEL(E) tel que /> =-2f>+3f Montrer que
E= Kelf@Ker(f—IdE)@Ker(f+3 IdE)
10 Soit neN" | 4 et B dans M, (K) .On suppose que VM e M (K) tF(AM) = tr(BM)
Montrer que A=8

11 Existe-t-il des matrices 4 et B dans M, (K) tellesque AB—BA=1?

I 1 -1 -2 0 1
12 Soient A=| -6 -4 2 |eed=|0 -2 1 . Montrer que A4 et A’ sont semblables .
3 1 3 0 0 -2

13 Soit A une matrice carrée de rang 1 .

1) Montrer qu’il existe C une colonne non nulle et L une ligne non nulle telles que 4 =C L . Montrer

alors que TI’(A) =LC .
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2) Montrer que A’ =t7'(A)A

I 02 0
1 0 -1
14 Soit A= 0 1 et [ I’endomorphisme canoniquement associé .Déterminer la matrice de
I 1 1 1

f dans labase (e,,¢,,¢ ,63) . En déduire un plan stable par f°

A+ B A—Bj

15 Soient A et B dans M, (C) et M =
A-B A+B

1) Montrer que ¥gM =rgA+rgB . En déduire que M est inversible si et seulement si A et B le

sont

A+B A-B\( X Y
2) Calculer M ! si elle existe ( résoudre le systeme eI ).
A-B A+B)\ X, Y,

16 Dans E = R® muni de la base canonique , déterminer la matrice de la projection sur le plan

P:x+2y—2z=0 parallélement & la droite D = Vecl‘(—2,1, 2)
17 Résoudre dans M (]R) I’équation 3X +2 X" = tr(X)IS

18 Soit A une matrice de M, (R) telle que 7gA4 = VgA2 = p et f I’endomorphisme canoniquement

associé a A4
i. Montrer que Ker(f) = Ker(f2)

ii. Montrer que R" =Im f ® Kerf
B
iii. Montrer que A4 est semblable a une matrice de la forme 0 0 avec BeGL, (R)

19 Soit ( Diseos D, ) une famille de projecteurs d’un espace vectoriel de dimension finie £

On suppose que p = p, +---+ p, estun projecteur . Montrer que g p = ZVg p;

i=1

20 soit neN et Ae M, (R) telle que Tr(A) #0
Soitf:M eM,(R) > (Trd)M —(TrM) A

Montrer que f € L (M . (R)) .déterminer le noyau et I’image de f

N
~

21 soit f € L(E) , P un projecteur de £ .
Montrer que f commute avec p <> Im pet Kerp sont stables par [
Indication : pour <= , exploiter le fait que £ = Kerp®Im p

22 X-ENS Soit E un espace vectoriel de dimension finie. f et g des endomorphismes de £

Montrer que rg(f)+rg(g):rg(f+g) = Imfﬁlmg:{O} et £ = Kerf + Kerg



