Lycée Clemenceau Nantes PC*  2024-2025 feuille d’exercices N° 8

Suites et séries de fonctions

1) Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

a) f, Z[O,l]—)]R , an—i)-C4—+:xz . Puis déterminernlirgo-.‘;fn(t)dt
b f,R>R, x> ! — .

(1+x2)
o f, R>R ,xl—)%.

1+n°x

d f: [0,1] >R, x>nx" (1 —x) Puis étudier la convergence uniforme sur [O,CI] (avec O0<a<l)

e f, :[O,l]—)]R , anhl(l+x") Puis déterminer  lim njolln(l+t")dt

n—>+o

1
[, :[1,+OO[—>R ,xl—)COS(—] . (on pourra montrer que Vx € R” |cosx—1|Sx)
nx

(s
- 5 Sur
(1 + nx)2

2) Etudier la convergence simple , normale et uniforme de la série

2
3) Etudier la convergence simple et normale de Zx " sur ]—1 , 1[ , puis convergence normale locale

X *
4) Etudier la convergence simple de Z(—l)n 5 sur R + »puis convergence uniforme locale
n+x
= In(l+nx
5) Etudier la continuité de X > Z(—n) sur ]1 ,+ OO[
n=l1 nx

6) FEtudier la continuité de f : x > iln(1+x") sur ]—l,l[

n=0

Montrer que si X —> 1 ,f(x) ~ lK

. avec K Z.[(:w ln(1+e’”)du

& Arctan(nx .
7) Soit f (x) = Z% . Montrer que f est continue sur R , de classe C' sur R
n=l1

-1
n+x

8) Soit f(x)zi( ) pour xR, .
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£

1) Etudier la convergence simple , normale et uniforme de cette série sur R,

1 * L .
2) Montrer que f est de classe C' sur R+ et préciser le sens de variation de f

. 1
3) Montrer que VxeRR, , f(x+1) +f(x) =— . Donner un équivalent de f en 0
X

4) Donner un équivalent de f* en -+00

40 _1 n-1 5,
9) Montrer que a) Vx € ] -1,1 [ h1(1+x) = z()—x
n=l1 n
bvre]-LI[ Sax=—
n=1 (I—X)
+00 (_1)" e " 1 *
10) Soit f:x HZT Montrer que f est continue sur R et de classe C sur R .
n=0 n

Calculer la dérivée de x> e f (x ) eten déduire f

+00 —nx
e *
11) Onpose f(x) = Z e Montrer que f est définie et continue sur R* | de classe C” sur R, .
n=0

Déterminer une équation différentielle du second ordre vérifiée par f .

- 1
12) Soit f(x) = ;W .

1) Montrer que f est declasse C* sur R”

2) Donner un équivalent en +00 .
* x * * 1
13) Onpose VxeR, F(x)=——e VneN VxeR, f (x)=—
( ) th ( ) (Sh(nx))z

1) Montrer que F est prolongeable par continuité en 0 et est bornée sur R”

400
2) Montrer que z f, converge simplement sur ]R*+ .Onnote § = z £,

n=1 n=1

3) Montrer que S est de classe C "sur ]R*+ et étudier ses variations.

4) Déterminer lim S (x)

X—>+00

5) Déterminer un équivalent de .S (x) lorsque X — 0" (on étudiera la limite de x* S (x) )
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14) Montrer que .

1_52 Montrer que I ln al z

* _1 !
16) Soit @ € R, et une suite (”n) définiepar VneN u, = ( )

an+l
+00 (_l)n
Montrer que Zu converge et que z u, = .[0 l—dt En déduire que z 1 =In2 et
t o N+

R

z
o 2n+l 4



