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1
LA1) f(t) =t>—let Bt /0 f(t)dt existe si et seulement si z > 0.

+o00
P . . ¥l _=t — — 1 . .
AiAgue ,H’fmt e 0, £(t) e o(7r) donc 1 f(t)dt existe pour tout z

Le domaine de définition de I' est donc D =|0, +oo|.

+o00 3
I.A.2) On intég‘re par parties pour = > 0: I‘(m + 1) = [—e_"‘t’]o+°° + a;/ tz—le_tdt = IP(Z) puisque I’expression
0

entre crochets a pour limite 0 en 0 et en +oo0.

n—1
On en déduit par récurrence, pour n > 1 et £ > 0: I'(z + n) =T'(z) H(a: + k).
- k=0

+o00
Pour z = 1 on obtient avec I'(1) = / e 'dt =1,T(n+1) =n! donc I'(n) = (n—1)! pour n > 1.
0

I.A.3) Dans la premitre intégrale on pose t = u'/2 (bijection de classe C* de |0, +oo[ dans lui-méme):

+o0 " +00 1 1
/ e tdt= / e *Zu"2du = ZI'(1/2) = I'(3/2).
0 0 2 2

Dans la seconde intégrale on pose t = u!/4 (bijection de classe C* de ]0, +oco[ dans lui-méme):

+oo " +o00 1 1
/ et dt= / e *=u~%4du = -I'(1/4) = I'(5/4).
0 0 4 4

LB.1) Pour ¢ > 0 fixé et = variant entre a et b, €'** est compris entre e*'** et e*!** donc t* < max(t?,t%) < t* +t°.

1.B.2) Pour z > 0 et ¢ > 0 posons f(z,t) = t*~le~t = e®~1)Int=t On calcule —(z t) = (In't)*t=—le~t.
Pour z > 0 fixé: |(lnt)"t"“1e“‘| = 0(517) puisque  lim t**(Int)ke* = 0.

D’autre part |(Int)¥t=~? “[ i | In t|*¢=/2 o(;%77) qui est intégrable sur ]0,1] puisque z > 0. On

t1—=/2 £50

en déduit que t — 37(:1:, t) est intégrable sur |0, +ool.

On peut maintenant appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral:
— Pour tout z €0, +o0[, t = f(z,1) est continue et intégrable sur 0, +oo]
— Pour tout t €]0,+o00[, z — f(z,t) est de classe C* sur ]0, +o0o[

afk

97k

— Pour tout k € N* et pour tout segment [a,b] C]0,+oo] il existe ¢ continue et intégrable sur |0, +oo] telle
ofk af* afk
‘ﬁ(zr t) < I (G, t) $k (ba t) e

— Pour tout z €]0, +oo[ et pour tout k € N*, t — ——(z,t) est continue sur ]0, +o0]

¢(t): en appliquant le I.B.1 on peut prendre ¢(t) =

+00
On en conclut pour z > 0: T'*¥)(z) = / (Int)Fe=~te~tdt.
0

I1.C.1) Puisque (Int)? > 0 pour t # 1, on a I'(z) > 0 et donc I" est strictement croissante sur ]0, +oo|.

Avec I'(n) = (n — 1)! pour n € N* on déduit que I'(1) = I'(2) = 1. On peut appliquer le théoréme de Rolle & I'
sur [1,2] puisqu’elle est de classe C* et que I'(1) = I'(2). On en déduit que I s’annule sur |1, 2], une seule fois
puisque I" est strictement croissante. Il existe un unique £ tel que I(£) = 0 et sa partie entidre est égale a 1.

1.C.2) Pour 0 < z < £, I'(z) < 0 donc I est strictement décroissante. Pour z > &, IV(z) > 0 donc T est strictement
croissante.

De I'(z + 1) = 2I'(z) et de I'(1) = 1 on déduit par continuité de I en 1 que I'(z) ~ l au voisinage de 0% et par
suite I a pour limite +o00 en 0F.

Puisque I' est croissante pour z > 2 et que I'(n) = (n — 1)! pour n € N* on déduit que I" a pour limite +0o en
—+o00.



ILA

ILB.1)

11.B.2)

IL.B.3)

1.C.1)

De I'(z + 1) = 2I'(z) on déduit I'(z + 1) = ['(z) + zI"(z). Par continuité de I’ en 1 et avec I'équivalent obtenu

pour ['(z) en 0% on déduit que I'(zr) ~ ——5, donc I’ a pour limite —oo en 0%.
z—0t T

Pour z > £ on a I(x) > 0 et par suite I'(z + 1) = I(z) + 2l (z) > ['(z): on en déduit que IV a pour limite +o00
en -+o0o0.

La courbe représentative de I' a pour asymptote la droite d’équation z =
vers +0o est trés rapide puisque n! croit trés vite vers +oo.

0. Quand z tend vers +oc la croissance

II Une transformée de Fourier
k .
Pour z € R et ¢ > 0 posons g(z,t) = e~*t~¥/4e**. On calcule %(z, t) = (it)ke~tt—3/ e,

= e~ ttk—3/4 st intégrable sur 0, +oo[ puisque I'(k + 1/4) existe.

Pour z fixéet k €N, t — 6_g’_°_($ t)
b axk b
On peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral en dominant la dérivée k-iéme par p(t) =
+o00
e—ttk—3/4_ F est donc de classe C et F*)(z) = ¥ / e tth—3/4¢imt 4t
0

F(0) = T(1/4).

+o0 X (it\N
‘ . - Tt
En utilisant le développement en série entiére de ¢*** on obtient: F(z) = / i Z O—n')_dt'
o .

n=0

Appliquons le théoréme d'intégration terme & terme pour la série de fonction (3 f,) définie par fa(t) =
N n
o4 40—3)— (z étant fixé):

n
— fa est continue et intégrable sur |0, +oo[ puisque |fn(®)| = %—e“t"“’/ 4 et que I'(n + 1/4) existe.

— La série (3 fn) converge pour tout ¢ > 0.
—+o00
— Si on choisit |z| < 1, la série de terme général un, = / | fn(t)|dt converge.
0

z|™ +o00 L z|® . .
En effet, u, = % / e tn 344t = %F(n +1/4). Pour n > 2, par croissance de la fonction I', on
. 0 .
x n
obtient u, < l—anl‘(n +1) = |z|™ qui est le terme général d'une série géométrique convergente.

) 5\,
On obtient donc pour |z| < 1 en intégrant terme a terme: F(z) = Z cn (zz') avec ¢, = I'(n + 1/4).
n=0 )
n—1
Avec le résultat du I.A.2) on déduit: ¢, = cp H (k + 1/4) avec co =T'(1/4).
k=0

ixﬂ z’l
% sf‘(n+1)% et par suite

n
La croissance de la fonction I pour z > n > 2 entraine que I‘(n)% < lc,.
n > n
o e, )
n!

< < |z|™. On en déduit que le rayon de convergence est égal & 1.

L’inégalité que I'on vient de montrer entraine qu'il n’y a pas convergence absolue pour |z] = 1 puisque la série
(X" 2) diverge.

Le développement en série entitre de F'(z) donne son développement limité en 0 & l'ordre 3: ¥ VA N e“\

F(z) =co + criz + cz("T”) + ca(":a) + o(z3). «g?m Jue ¢ ov&cf' [
On en déduit avec ¢ = §co, ca = f5co et c3 = §geo: Lot v

R(z) = co(1 — 5z?) + o(z?) et I(z) = co(§ — 7352°) + o(z*) (on obtient l'ordre 4 pour I(z) puisque c'est une
fonction impaire).

(iz—1)t 1t

-+00 ) e : +o00
Intégrons par parties: F'(z) = i / ti/4eliz-Dtqs = [itlf“ e e / t—3/4gliz-1)tqy —
: 4(iz - 1) Jo

0 (tz —-1) 0
1

T o 1)F'(:::) puisque les limites en 0 et en +oco de |'expression entre crochets sont nulles. On a donc bien
i 1

7 = = =
F' + AF =0 en posant A(z) A(iz—1) Az +1)




z—1i
4(z2+1)
On en déduit que (Fe€) = (F' + FG')e = 0 d’ot F(z) = Ce~C@ avec C = F(0) = I'(1/4).
On obtient donc F(z) = T'(1/4)(1 + a;"’)‘l/sei arctanz

I1.C.2) On obtient A(z) = dont une primitive est G(z) = %ln(l +z?) — %arctan z.

N
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,Q”i-e\'h "AMA%,"\(A«\
Lo P0=m) comotnge (A omnbre ) - ECXI= 2 me A0 = e T8, 2 it

S N =N
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ECX(x-)) = A" 5 E(xY= A"+ =5 v(x)= 4 .
I11.A.3) Puisque X et Y sont indépendantes on a Gx.y (t) = Gx(t)Gy (t) = e**# (=1 donc X +Y a pour loi P(A+p).

IIL.B.1) On montre par récurrence que S a pour loi P(n)).
C’est vrai pour n = 1 puisque S; = X;.
Supposons, pour un entier n, que Sy, a pour loi P(n)). Sp = X1 + ... + X, et Xn41 sont indépendantes donc le
II1.A.3) montre que Sp+1 = Sy + Xn41 & pour loi P(nA+ X) = P((n + 1)N).
Le résultat est donc vrai pour tout n > 1.

IILB.2) E(S,) = n\ et 0(S,) = Vn.
1
E(Tn) = \/—ﬁ(n/\ - n/\) =0.

o(T,) = L’\a(s,. _)=1

7=

I11.B.3) Puisque 7;, posséde une variance on peut lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev:
V(Ty)
=

II1.C.1) f'(z) = —ze 3% et f(z) = (2 — 1)e=3#’. Pour z > 0, f'(z) < 0 et f’ posséde un minimum égal & f'(1) =
—e~1/2, Puisque f’ est impaire on en déduit que pour tout z € Ron a |f'(z)| < M = e~1/2, Cela entraine que
f est M-lipschitzienne.

1
donc P(|T,| > ¢) < <. En choisissant ¢ > ¢(€) = % on obtient P(|T,| >¢) <e.

P(|T, — E(T,)| > c) < 2

¢ 2

+h
II1.C.2) a) Pour z fixé posons g(h) = hf(z) ;/ f(t)at. |g'(h)| = |f(z) = f(z + h)] < Mh pour h > 0. On en

T

e _ o . o h R
déduit |g(h)] = lg(k) — 9(0)] = / ¢ t)dt] < / ¢/ ()t < / Mtat =M%
P\ 7 kgf‘”*’"’ /z,‘,. Feyd) = k%:p( VX /z,,_n J (t)dt) skz_:_pMz)m“ 2n

. 1
appliquant le a) pour z =z, et h = \/_TX (car Tkt+1,n = Tkyn +h).
1 . :
c) D'unepartonap—1<ni+avni<pdonca<<zpn <a+ —‘/-;_—/\- Par suite ,.P.Twzl’"‘ =a.

" 1 —_
De méme, ¢ < nA +bvVnA < g+ 1 donc b— e < Zgn < b. Par suite nkx_?oozq,,. =b.

Tq+1,n b
On en déduit puisque f est continue: nETN /z - f@t)dt = /a f(z)dz.

D’autre part 0 < ¢ —p < (b—a)vni donc lim M__l_—_p) = 0. On en déduit avec le b):
n—+o00 2\n
. 1 . Zg+1,n b
nBToo T E f(Tkm) = n-hbx-fr—loo /z . f(t)dt = /a f(z)dz.

kel,

k
IIIC3) &) Par définition, zk',,Vn)\ =k — n) donc Yk = (7;:_A> eh—mA,
V2rnd o (nA)F  V2rndkk  V2rkkE [n)
‘ VE

On en déduit T i T




b
PuisquekEI,onal+—g—<—<1+—
" VX n Vvn

donc i a pour limite 1 quand n tend vers +o0o. Cela

ni

entraine que k tend vers +oo quand n tend vers +o0.

D’autre part ’équivalent de Stirling entraine que

vV2mn _ . (n))*

Yk,n k!
n 2> Nj(g) ce qui démontre le résultat demandé.

b) Pour k€ I, onaa < zkpn

tend vers +oo donc sz’"\/n/\ Tkon k ‘/__

ekk!

tend vers 1 quand n tend vers +oo. Il est donc compris entre 1 — ¢ et 1 + € pour

Vonkkk
i tend vers 1 quand k tend vers +oco. Par suite,

k .
< b donc IEk n €st borné. De plus on a montré que ™ a pour limite 1 quand n

tend vers 0 quand n tend vers +o0.

On peut donc utiliser le développement limité In(1 + t) = t — 1t + o(t?) avec t = —kk’—"\/n)\. On obtient:

ln(yk,n) —In f(zk,n)

Tk,n

k
ni

(1__

k

K (_
1
Ezi,n

+ of

Fin(l — 252 V0%) + oy VX + 5Thm
/\——(zk"\/_)2+ o((—= ""\/_)2))+zk,n\/ﬁ+%zi,,.

n\

7:)) :

. s ; 5 k o3
Cette expression a pour limite 0 quand n tend vers +o0o puisque zg , est borné et o & pour limite 1.

On en déduit que

(lsn)

II1.C.4) On déduit de la question précédente que:
(1 + e)

a pour limite 1 et on obtient I'inégalité demandée pour n >

Nz(e).

(1_5) = Zf(-"-‘kn) E(n)‘)v

keI kel,

- Z f(@k,n)-

keI

("A)"
Avec le II1.C.2)c) on déduit llm Z e

‘/12_1? / ' f(a)da

Z P(S, = k) puisque S, ne prend que des valeurs
kel,

III.C.5) P(a < T, < b) =P(rA+avni < Sp < nA+ b\/ A) =
entiéres. «(,c,m Pl <, 2b) = A J /(’w\o(u L

PR \f\
II1.C.6) "Puisque Sy, a pour loi P(n)), P(a <

kel,

$b) = Z (n/\) e ™ donc hm P(a. T, <

b
5= 7;_; / f(z)dz.

Pour ¢ > a on a P(T,, > a) = P(a < Ty, < ¢) + P(T}, > ¢). Soit € > 0. Avec la question III.B.3) on peut choisir
c; tel que pour ¢ > ¢; on ait P(T,, > ¢) < P(|T,| > ¢) < . D’autre part, puisque f(:c) = o(—;), f est
+o00
"VW intégrable sur R*, donc on peut choisir ¢, tel que pour ¢ > ¢2 on a.lt s
+o00
Pour ¢ > max(c1,c2) on a |[P(T, > a) — —/ f(:z:)d:z;‘ 2t +|P(a<Th <¢)— —/ f(z)dz| < 3¢ pour
1
> ng. Par suite "gg_xw P(T, > a) = =/ f(:z:)dz
Pour tout € > 0, P(T;, = a) < P(a < T,, < a +¢€) qui tend vers —— / f(z)dz quand n tend vers +oo.
Comme cette intégrale peut étre arbitrairement proche de 0, on en dédult que hm P(T,=a)=
11 p 1 +00
ngr_fw P(T, >a)= m (Tn 2 a) = v f(z)dz.
1— lim P(T, 1 f*
n—+00 lm P(T.<b)=1- "“"" 0= \/—2—1l' -/l; fla)dz
II1.D.1) Avec le IILB.3) on a pour b < —c(e): P(T, < b) < P(Tn 2 [b]) < €. On en déduit avec hm P(T b) =
1 +o00 +o00 \/_
1— — z)dz que z)dz = V2,
=i f(z)dz que |  f(2) ™



nAJ -
IL.D.2) e=™*4, = Z P(S. = k) = P(Sn < n)) puisque S, ne prend que des valeurs entiéres.

=0
1 [t 1 .
On a donc e~™*A,, = P(T}, < 0) qui tend vers 1 — —— f(z)dz = 3 par parité de la fonction f.

V2r Jo
On a donc A, ~ %eﬂf\'

k
e ™ (An +Bp) =1 +e"‘"—(—n’;\—!)— avec k = [n)). Comme k <nA <k+1ona:

_aa (RA)F (k+1)* (e 1 .
e na (BN e F——L ~ (14 1)k i tend vers 0 puisque k tend vers +00 quand 7 tend vers +o0o et
W w o~ (L R) gy au tend e TREE ®

(1+ })* a pour limite e. Par suite By ~ —2—e"’\.

III.DB) e—'m\c'ﬂ = En:P(Sn = k) — P(Sn g n) = P(Tn < IJ_XA \/;l-)

k=0

1 [t :
Pourtouts>0ilexistebtelqueﬁ[_wf(w)dx>l—e.Pmsquel—/\>0,ona\/X\/ﬁszournan.

1 b
On a alors e~™*C,, > P(T,, < b) qui tend vers ‘/-—2_— / f(z)dz > 1—¢. On en déduit, puisque que e™C, <1
T J—o0

(c’est une probabilité), que e "*C, a pour limite 1 si A<l

+o0 .
e ™D, = Z P(Sp, = k) = P(Sa > n) = P(Tn > 1—‘—/_;/\-\/1_1) Pour tout € > 0 il existe a < 0 tel que
k=n+1

1 o0 . ; A
—_— z)dz >1—¢€. Puisquel —A<0,0na m < a pour n 3> ng. On a alors e ™Dy, > P(T, > a
\/ﬂl f() q \/X\/— P 2 n = (n )

{o o]
qui tend vers % / f(z)dz > 1 —¢. On en déduit, puisque que e ™D, < 1 (c'est une probabilité), que
T Ja

e ™D, a pour limite 1 si A > 1.

ni nA n
MLE.1) ()" [  (n)—t)"etdt = Lot Yigtdr
ni
0 0

)"
Définissons fn(t) = (1 - n_):> et sit < n\et fo(t) = 0sit > nA et utilisons le théoréme de convergence

+00
dominée pour calculer la limite de fa(t)dt.
0

Chaque fonction f, est continue sur R+ (la limite & gauche en t = n\ de fu(t) est égale & 0).

Pour n > t on a fa(t) = etn2(1-3%) qui a pour limite f(t) = et1—3%) quand n tend vers +oo, puisque
nln(l — &)~ —%. La suite (f») converge donc simplement vers la fonction f qui est continue sur R+.

La majoration connue In(1 + z) < z entraine pour ¢t < nA que fa(t) < et1=3) = f(t). C'est aussi vérifié pour
¢ > n) puisque fn(t) = 0. La fonction f est intégrable sur [0, +00[ puisque 1 — % <0.

Le théoréme de convergence dominée s’applique et donc:
+o00

ni +00 t(1-%) A
. -n _ 4\n,t S = e___ = —
Jlim ((m\) /0 (nA—t)"e dt) = f(t)dt = [(1 ~ %)] TI=X

0

IILE.2) Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral & I'ordre n pour la fonction exp sur l'intervalle [0, n)]:

n k nx _4\n
em = Z (n—/\)— + / (n—/\;;—t)-etdt. On en déduit avec le résultat du IILE.1):
0 .

_om_ S @ /"A (A=t ... A ()"
D, =e kg—-—k! =/, — e'dt P quand A < 1.

0 0 0 -

) , r—t" -t)" —t)n!

IILF Intégrons par parties: g——!—)—-e‘dt = [Q—!—z—e‘] + / (r—-—)—'-e‘dt. C'est légitime: les intégrales
o M n oo J-oo (B=1)!

existent car (r — t)"e* = o(%) en —oo et l'expression entre crochets a une limite en 0 et en —oo. On obtient
0 (7‘ _ t)" . rm 0 (,,. = t)""l 4 . . .
A—adt = — ~ 7 _etdt. On continue & intégrer par parties et on montre par récurrence
e N n! oo (m—=1)!
sur k que:



0 _4\n n n—k+1 0 _ f\n—k
[ S =T o [
e n!

n! m—k+1)  J_o (n—k)!
0 (T = t)" 1 9 t N 2 . o e

On obtient finalement pour k = n: / —'—etdt + 4= 0 + / e!dt qui est égal & C,, si on choisit

o Nl
T =n. *

n 0 n
On a donc C, = ) / (1 - i) etdt.
n! J_o ni

0
Appliquons & nouveau le théoréme de convergence dominée pour calculer la limite de / gn(t)dt avec gn(t) =

t\" -
1—— t.
( nA) ©

Chaque fonction g,, est continue sur R™.

Puisque ¢ < 0 on peut écrire gn(t) = ett™"(1=7%) qui a pour limite f(£) = e{!~%) quand n tend vers +00
(comme & la question III.E.1) avec f qui est continue sur R™.

La maJoratlon connue In(1+z) < z entraine que g,,(t) < et(1=3) = f(¢). La fonction f est intégrable sur | — oo, 0]
puisque 1 — X > 0.

Le théoréme de convergence dominée s’applique et donc:

0 0 t(l—x) 9 )Y
Jm [ gawa= [ o= [(1 A)] =5

On en déduit que Cy, ~ % il quand X > 1.
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