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Partie I

1)a. L'application z +— e~*" est continue sur [0, +oo|, donc I'application A est de classe C* sur [0, +00],
avec:
-—&

Vt>0, A'(t) =2 e dz.
- (i}

Pour tout a > 0, I'application ¢ : [0, a] x [0,1] — R définie par:

e-—t’(l+z’)

V(t,z) € [0,a] x [0,1], o(t,z)= e

vérifie les hypothéses du théoréme de A& AL yert : o soxn Lo A Logpr f
o pour tout t € [0,a], £ —> p(t, ) est continue par morceaux (et {‘mbcru.@gsur [0,1);

e pour tout z € [0,1], t — (¢, z) est de classe C* sur [0, a;

0
¢ pour tout t € [0,a], z —> g—(t,z) est continue par morceaux;

e pour tout (t,z) € [0,a] x [0,1], I%(t,x)l = 2te~t"(1+2%) < 24 et I’application ¢ —» 2a est continue
par morceaux et Twes, Y [0,1). g

On en déduit que B est de classe C! sur chaque [0, a], donc sur [0, +o0o[, avec:
1 1
VE>0, B'() = 2¢ / 042 g — 9 / e~ d(tz)
(} ()}

Le changement de variable y = tz donne donc A'(t) = B'(t) pour tout t > 0, égalité qui reste valable quand
t=0.

1)b. 1l existe ainsi une constante K telle que A(t) = B(t) + K pour tout ¢ > 0: nous obtenons en particulier
K = A(0) - B(0) = e T D'autre part, B(t) tend vers 0 quand ¢t tend vers +00:

) ] dz t->+00 0.

1
|B(t)) < e /o

On en déduit A(t)——-)I uldonne/+m "'dzgﬁ uis:
s taio 4 %9 o € 2 doaal

/. G(z)dz = 7?; /o " emterva? d(z/V3) = 1.



2) On applique la méthode de la variation de la constante: la fonction z — e* /2 ,m;t une base de flespace
des solutions de ’équation homogene 3y’ — zy = 0 et on pose p : = — A(z)e” /2. la nouyelle oncsion
inconnue A étant une fonction dérivable. ¢ est solution de I'équation étudiée si et seulement si

Vz €R, A'(z) = e /2g(z).
Comme g est bornée sur R, la fonction  —» e~**/2g(z) est sommable au voisinage de —oo et les solutions

T
de I'équation sont les applications de la forme z — Ae=' /242" /2 / eV"/2g(y) dy ot A est une constante

-00

réelle quelconque.

3) Comme la fonction f — (f) est continue sur R, la fonction proposée est solution de I'équation différentielle
¥ —zy = f — (f). On en déduit que y est dérivable et que ¢' : z —> zp(z) + f(z) — (f) est continue.

On a d’autre part, pour tout z € R (en remarquant que les intégrales écrites sont convergentes, puisque b
est bornée):

f@) = P ( [ - may- | " ey - (f))dy)
= =dfn / " e (s) — () dy

puisaue [ ¢*/2(7(4) - (1) dy = V¥ ( [ st - <f>) =0,
2 2

4) Nous avons (z — y)? > 0, soit —22— < —% — z(y — z), ce qui donne I'inégalité demandée par croissance
de la fonction exponentielle.

Pour z € | — 00, —1], nous avons en utilisant 1'inégalité précédente:

lo() < e=/? / e V12 |f(y) = (f)| dy
N —

—o0o
<2|ifll=
x
20 flloo / =2 gy
-00

e—x(y-2) ] 2
-0

IA

= 2l [
2flleo

o2
z|
2 4
car — < —— 21
2 S T quand |z]| > 1
Pour z € (-1, 0], nous avons cette fois:

()]

IA

2ot =2 / eV gy

-00

Wflmet [ ey
-00

= 2ffue Y28

2/l /|l vV27e
1+ |z|

A



car 1+ |z| <2

+o0c
En utilisant la formule p(z) = —e*"/2 / e V'/2(f(y) - (f))dy, nous obtenons des résultats similaires
T

pour z > 0, ce qui donne:
Collfllo
1+ |z|

avec C, = max(4, 2v/2we) = 2v2re. La relation Co < 2v/27e demandée par 1’énoncé laisse entendre que Co

désigne, comme aux questions suivantes, la plus petite valeur (indépendante de z et de f) vérifiant I'inégalité
demandée.

VzeR, |p(z)| <

On en déduit que ¢’ est bornée:

||
1+ |z

VzeR,  |¢'(@)=lzp(z) + f(z) — (N < Collflleo + 2l fllec < (Co + 2)lI fllx-

8) En posant y = z + s, nous obtenons pour tout z € R:
2 Yoo 2
o@) =~ [ - ()
2 z+w 2
= e [Tt R f(a ) - (1) e
()
+00
e /o e 2™ (f(z +3) — (f))ds.
On applique une nouvelle fois facilement le théoréme de. 7@@@ L\ N Mo ,C

vzeR, ¢z)=- /o o e 2= f'(z + s)ds + [ ” 61252 (f(z+ ) — (f) ds.

Séparons une nouvelle fois les cas:
Pour z > 1, nous avons:
+00 +00
a8 2
@IS [ e dst 2l [ 2o = Vie , 2=
(] o z
Commel<Leti<—2——sur[l +00[, nous en déduisons que
z- 14z 22~ 1+z ! : 1
201 loo + 4l fllo . 4CUF N0 + 11" l0)
! < < .
lp'(@)l < 1+2z = 1+2z

Pour z € (0, 1], nous avons:

00 +00 ~
WEISW [ e de+ 2l [ 000 = 17102 + 20y < L0 1)

carl+z<2

On travaille de la méme facon avec z < 0, en partant de la formule p(z) = f e~ 2gm0e (f(s+x) = (f)) ds.

ce qui donne: -
vz €R, (1+(z])¢'(2)] S 4(Iflleo + 1/l

Ceci prouve l'existence de Cy, avec C; < 4 = C}.



Remarque: cette méthode peut étre reprise pour obtenir plus naturellement une majoration de (1+|z|)p(z)
qui est meilleure que celle de la question 4. On a en effet:

e 257 | e

Vee 1], @ <Ml [ €z =1l VIR < ST
e gy Wlen A1l
V2l lo@)SAhe [ emde= Al < 0.

6) Comme ¢’ : =+ zp(z) + f(z) — (f), v est de classe C? et ¢" est bornée:

|2 €1 (Ilflloo + [1f’lloo)
1+ |z|

/4
Vz € R, |¢"(3)| -<_ 0 "f"m +

+171 < C3(If lloo + 11£'ll0)
1+ |z|

avec C} = max(C)) + C},1 + C}) = 2v/2re + 4, qui est donc un majorant de la constante optimale C;.

Partie II

1) Comme ¢ et ' sont continues et bornées, les fonctions Gy et Gy’ sont sommables sur R. L’intégration
| par parties:

+oc
JCEICE [a(z)¢(z)] - [e@wi)ie= [ Cerpta) ez
est donc valide et donne 1'égalité demandée.

T
2) On applique les résultat de la partie 1.4 & f: la fonction  : z+— e='/2 e V)2 (f(¥) = (f)) dy est
) On appliq i
de classe C! avec ¢ et ¢’ bornées. On en déduit:

[ @U@ -z = [ @t @) - ohia) ds ——s0.
R R

Gonine /. on(2){f) dz = (f), cela donne:

Lo @@z ——» [ Ge)reas.
R R

J
3) Notations et remarques

Par hypothése, la fonction z — z2g,(z) est continue et intégrable
fonction ¥ continue sur R et telle que %(z) = O(z?) au voisinage de
sur R et donc sur tout sous-intervalle de R. Cela prouve que tou
propre.

. Par comparaison, pour toute
y la fonction ¥ gy, est aussi intégrable

En prenant f constante égale & 1;

/:y..(z)dxm /:’a(z)dz-x
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; i og di alors quelle que soit
) Comme Xj, ..., X, ..., Xn sont des variables aléatoires discrétes et indépendantes,
‘l“ fonction 'P.l X; et 11:(X1, s -:‘x(—h Xi+1, Xn) sont des variables aléatoires indépendantes (lemme gitises

coalitions). En particulier, X; et

X1+'-'+xt-l+xi+l+"'+xﬂ)
¢(Zn.«)=¢( /n

sont indépendantes, de méme que X; et ¢'(Zn,i). Comme ces variables sont bornées, elles sont d’espérance

finie et
E(Xip(Zns)) = E(X:)E(¢(Zns)) =0,
B3/ (Zng)) = BUDE(R!(Zn0) = VOXE(P (Z0) = B¢ (20)
puisque X; est centrée et réduite.
Par linéarité de I'espérance,

1 = A ._ﬁ' )] = —l"E ,Zn.i')
E(ﬁgx.-sp(z,.)-x.w(zn,‘) 7Y (Z....)) E(Zn¢(2n)) ng (¢/(Zn.))

et d’aprés I'inégalité de la moyenne et mn. 3

)

< B( 5 3 |xoran) - Xiotzu) - XL (Zns)
< (7 va

‘E(Zn¢(Zn)) = % 2": E(‘Pl(zn.i))

c iy L s~ E0Xl)
2 (1l + 1) 7= 3= =

i=1

2 (e + 17x) I

IA

IA

puisque les X; sont toutes de méme loi.
Comme X est bornée par M, alors P(|X;|* < M X}) = 1, donc E(X1®) < ME(X?})=MV(X;) =M
puisque X est centrée et réduite, d’oll 'inégalité demandée. 4
¢ Nous avons cette fois, pour i € [1,n]:
X;
1 (Z0) ~ ¢/ (Za)] < TACH1 o + 1)

d’od

1 ,
!E (; 2 ¢(Z) -¢ (z....-))‘
Ca o) 13 E(X
T2 Wleo + 15lo) 7 3 BAXil)

i=1

E/(Zn) - 3 3 B (Zns))

i=1

IA

Comme X; et 1 sont des variables aléatoires bornées, elles sont de carré intégrable et d’aprés I'inégalité de
Schwarz, leur produit est intégrable et

E(1X|) < VE(X)VEQ) = V(X)) =1
puisque X; est centrée et réduite, d'on I'inégalité demandée.
&) Le résultat est une conséquence directe des questions précédentes:

E(f(2,)) - /. /(@)G(z) dz = B(f(Zn)) - () = E(/(Z4) - (f)

donc
Bz - [ fEG@ S| = B2 - Bz
< .z(wz..» - 5 LB 0| + [B(Gnp(Z2) - Ly Bz
- =]
gt LTI T




*)

Al m ¢ Ca, »=C

< * 9 ‘f““\ :ZA ad » b :“‘D‘o/“‘ij
o

ol mme A higed’ 3 i fa- €, ]
P Gt £ 0 XF codiamme o & ot L fadd opaa
«f)LA-Q\ =4 far=0
poan gt £ 0ir ditaolde o aber-< 1 fous
gt {'(a-c)z0 X L) =0
A W moiame Aok Al ‘Zf
w(p“'q{(ﬂ = (eag (oL n b @)  amus quu flats {ai=0
M Ala-€Y= c(hr-€)+RI = A
AUl = (=) (e 0+ + (n=2V
(1) £'-e)= -26( K(a-€V*R) +€'d =

(A~ ¢Yo-VA +€° R =4
@) Crgar3zct)d ~2ep=o
Apwin calend 1 K = X ‘?:35—11\

—

¢3 ¢3

“flv\\: é’;(*'“‘i(%it‘ﬂ-&E-L*) [om neCa~¢, o)

_Jl,o\}"w fmd‘cm ,v(%a,n@aﬁ e Saopat 2 G ' aranla
A A-C o o

-gwf'wwcwrtm wn (o-Q, 0D domc Lromad, o
WrcomNawes qur V-, 0=t J ek aun TabtmC Ao

< o)

,@anoﬁ. .
’J‘.Eﬂ"oh 4:6"\'4 Comntarl” M (o~ & o) ( onol-ole qpras
3 P ¢
- :{' _ ‘ nmwuﬂneua&g
¢ 30 e (a-?,ox)/ J.od’o\nmmm"‘c ~)

| corbnacl X ionm anee Lo areliann, P,
olomc P <o a(a-% a7 § N Moo a-¢ o e
= 4 / CNOu Mg N
Aomc ||—f|l°°=4 2]
{':o m»')—p.,a.-i)u (“\"‘”C
,{‘,uxww \.MA/()O'(RMN\ (A-Q) ) ‘-Nl‘o‘odlf«rt Ademe a o nh—

. * O ~
NON  AVIAA YU an i:c\ = q_&
T



®

S = A i Ao ]

/
~EY2E . = 2
| ‘f (o~ fi\’ 2¢ > “‘( W = 2 €
N Coms A e A Al e Con —Sw\vh'm"x ! 4“7
D’*Mrﬂ“'e,*’vdt J‘\J(V}Mém’“‘w&oho"d&%(_o\r“"gj

N\
€ 4

NN

v AJ
I o~ o ate

(w\=A4 T (=1

AN M€ V-po, o€y :f(*\zzl,%
Awlc /(lv\\ < T, (W é?[“[

Wone Cacg,ea) fINEA , Tu b= A, g =1

Ao fhd < T (w ‘.—c\(w\

2 % eCaarte]) LPmiz=oc Talx=o %(M\Pro

Aone flvx\ 2 Talv <q )

ﬁ\"‘wé('q.\-el te=C »flv&\=o |-g“(*\=c9,q(-u.\:o

‘ Adwmc fm\ < Ta (w & G0
dowe £ 2 T €q o il
Ao f(zm) & T b2 & 0&(&.\)
dme E({(20) & E(Ta(Z) ¢ (9(2,)
(Les 21 pofeumees @uink 4 Con 2oy UR nowt dremtd s )
T2 et 2 valems © wa A

TA(Z,,/\":)/( A ZTaé&
\0 AV 2M7’\'

E(Talz )= Ax P(2 2N > O P(Z.>a) = P2, <)

dwme  E(f(20) ¢ (2. 2) € El(qcz.)




par croissance de 'eapérance mathématique, ninis aussi que
/ [(@)Gle) de € f Glz)dr < j o(2)G(2) d=
R -00 R

par croissance do Pintdgrale (ln fonction G étant positive et intégrable sur R).
On déduit de cos doux encadroments que

E(/(Z.) - /. 4G <P(Z <) - ] ; Gle) d= < B(9(Zn) - /. /G
c'oat-d-lire
BU(Z0) - j 16~ [l0= NG <P <0 - f Gla)dz < E(g(Z0) - ] oG + j (9 - G-

La différence g — f ost nulle en dehors do [e - &0+ €] ot mnjorée pur 1 sur ce sogment. Par conséquent,

0< A(g(;v) - f(2))G(x)dir S (2¢) x 1 % # = \/-%-e.

D'npriw ITIL.G les donx quantités

Bz - [ o e Bz - [«

i (11 1)
('———7:—-’(: 'tl M) (l + 5) + \/ge.

VaeR, P(Z,<a)= fﬂ G(x)dx + om=""%).

sont majordes par

done pour tout a € RneN ote>0:

lp(z.. £ o) - f w Gla)de] <

En choisisant & = n~'/4, on en ddduit que
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2) Comme exp est une bijection strictement croissante de R sur R,
[-I-EJQ 2 6] = [exp(l th‘) > e“J
= =
et comme n n
1 tX;
(3 >ex) = [Ie=(T)

est une variable aléatoire positive d'espérance finie (elle est presque sfirement bornée), on déduit de I'inégalité

de Markov que 1
1 .
P(;ZX.- 25) <e “E[up(;ZtX;)].

i=1 i=1

Comme les X; sont des variables aléatoires presque siirement bornées, indépendantes et de méme loi, les
variables aléatoires exp(tX;/n) sont indépendantes, d’espérance finie et de méme loi, donc

={{Ten )] = T e{o0(22) - (el )] s (2

i=1

d’aprés IV.1. (avec ¢ t/n).
On a ainsi démontré que

(M2
et en passant & 'inf dans le second membre (qui atteint son minimum pourt=6n/M’),onobtient
1< n
P(R L% 26) <on(-Sm)

i=1
3) Onaétabliaulﬂ]}'qu’ilmdstenneconstunte!(>0telleque

VneN', VaeR, ’P(Z,. Sa)—f G(z)z| < Kn~1/4,
-0

Cetencadremmtdonnelalimite (pourlaeonvergenceuniformesurl) dehfonctiondexépanitiondez. :
il s’agit d'un résultat de convergence en loi (une des nombreuses moutures du théoréme de Moivre-Laplace).
On a établi au IV.2 que

YneN, Vs>, p(% 26) cemire

ce qui ne donne qu'une estimation de Jg queue de la distribution de Z, : il s'agit d'un résultat de grandes
Comme a, § et n peuvent atre arbitrairement choisis, on peut appliquer le résultat de ITL6 avec a = §,/7 ;

+00

’P(%T >4)- s @] < Kn~1/

et comme (résultat classique)

+o0 3
/' Gle)dz T;w.c-- n

on obtient seulement P(Z,/./7 > 8) = O(n="), ce qui est besucoup molns précis que la majoration
obtenue au IV.,2,

De méme, on peut appliquer le résultat g, IV.2 avec § = a/\/n. On obtient seulement

Vn21, Pz, >a6) e o"/0n



Ce qui ne permet pas d s . A )
Q'on a démontré wu M rque o st ok e 2y T o POV 8 GOl o k) BACSS

c—a’/?

+o00 d
P(Z, >a) —— / e-s'2 92
n—++00 &

V2 a0 V2ma
Bref : les deux résultats établis n'ont pas grand chose de comparable. Le premier (IIL.8) est précis sur la

lumﬁ e? imprécis sur la vitesse de convergence ; le second (I'V.2) est imprécis sur la limite mais trés précis
sur la vitesse de convergence. A chaque problématique ses techniques !

4)a. 11 faut évidemment comprendre que f est prolongée par continuité en 0. Nous avons:

+00 X" +oc M"
0= 12 gy <L mez /M

4)b. Soit ¢ € R,. D’apres I'astuce taupinale et la majoration du IV4.a.,

. L, o€ —1—tz
Viz|< M, e = l+tz+t’z’—t@——

< 1+tz+ 322 f(tM).
On en déduit que etX: < 1+ tX; + t2X2f(tM) presque sirement. Donc, par linéarité et positivité de
I'espérance,
E(eX) < 1+tE(X:) + PE(X2) f(eM) = 1+ £ f(tM)
puisque X; est centrée et réduite et finalement
E(e*X) < exp(£*/(tM))
d’apres I'inégalité de convexité rappelée par I’énoncé.
On a d’autre part, pour tout ¢ > 0 et en notant S, = ¥, Xi:
S n
P (?ﬂ > 5) = P(ets.. > ent&) < e-—ntJE(e!S..) = e—nt‘ I'IE(eGXi)
i=1

en utilisant I'inégalité de Markov et I'indépendance des X;. L'inégalité précédente donne:

P (ﬁ > 6) < c—n/M’(M—e‘”«H-tM)_
= =0 ]S

En choisissant ¢t = % In(M§ + 1), valeur en laquelle la fonction ¢t — M3té — etM + 1 — tM atteint son
maximum, nous obtenons exactement l'inégalité demandée.





