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Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2024-2025 le 21/09/24
PC*  Devoir Surveillé N°1 durée 3h30 |
Probléme 1
Posons f(t)=e™ _ [ ‘*‘e_
)=, g(x) I . M= J' —dt

1) Montrer que g est dérivable sur]—-l,+ 0 [ , calculer g’ et déterminer le tableau de variation de g
2) Déterminer un développement limité de g 2 I’ordre 2 en 0 . Interpréter graphiquement le résultat .

3) En encadrant I:——t sur [0,+oo[ , montrer que g est bornée sur [0,+oo[puis que g admet une limite
réelle L en +co .

4) Montrerque Vxe]-1,0]  g(x)<In(1+x) Déterminer lim g(x) .

5) Montrer que h est dérivable sur |—1,+co [ , calculer A’ et déterminer le tablean de variation de /

6) Enencadrant e sur [x,x+1], déterminer un encadrement de 4 sur |—1,+ oo [

En déduire lim A(x) e lim h(x) .

1
7) En encadrant l_t sur [x,x+1] , déterminer un encadrement de / sur ]—l,+co[.
+

—X

En déduire qu’il existe un réel @ ( et le déterminer) tel que h(x)~a

(x—>+0m)
X

8) En appliquant I’inégalité de Taylor Lagrange, majorer le"' -1+ ul pour # >0

-t-1

Appliquer cette inégalité a u =7 +1 et en déduire un encadrement de

t
E +t—1 pourte] 1 +oo[

En déduire un équivalent de (x) ( x—>-1")

10

Soit E I’ensemble des fonctions continues de ] 1,40 [ dans R Pour f € E ,on pose g(x)= J.
1) Montrerque In(x+1)~In(x) (x—>+0)et In(l+Inx)=o(lnx) (x—>+w)
2) Supposons que }_12, f (x)= 0

a) Montrer que f est bornée sur [0,+oo[ Onnote M = [sup [| f(t)l

te} 0,4+
b) Pour x 21, onnote a(x)=sup{|f(t)|\ lnxSth\} (onrappelleque Inx<x )
Montrer 37, e[lnx,x] a(x ='|f(t,)| et en déduire que lima(x)=0
¢) Enécrivant g(x) I wrf (t) fo ( ) dt , majorer Ig(x l en fonctionde x ,M , a(x)

d) En déduire que g(x)=o(lnx) (x—>+0).

3) Supposons que limf(x)=ﬂ. avec A # 0 .Enappliquant ce qui précéde a la fonction f—A4,

donner un équivalent simple de g(x) lorsque X —> +o0
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Probléme 2
Etant donné une série convergente Zu,, ,onnote R = Z u, son reste d’ordre 7 pour 7€ Net on se
k=n+1
propose d"étudier la série ). R,
neN
Partie I

1) On suppose que %, =(-—l)kxk aaxelR.

+0
a) Déterminer I’ensemble / des x € R tels que la série Z Y, converge et préciser sa somme Z u,
keN

+0
b) Pour x € I, expliciter R, et montrer que la série ZR,, converge. Calculer sa somme ER,,
neN n=0

(_ )k+l o (_ l)k+l
2) a) Montrer que la série Z converge. On pose 7, = Z le reste d’ordre n
ek = K

b) Justifier successivement, pour 7 € N

=),
PPl £ Gy 5 CO

k=n+1 k=n+1

.| =l 20

En déduire que Zr" converge

k+1
3) Onrappelle que Z—-lnn+y+o(l) (n—-)+oo) On pose S, Z(_2
k=1

- .
. e o 1
EnséparantlestetmespalrsetlmpmrsdansSz,,ammquedansZ— , déterminer la valeur de

On note toujours R, = Z U, pour une série convergente Z u,
k=n+1 keN

n n

1) Soit une série convergente Zuk.Exprimerpour neN la différence ZR.—Zku,enfoncﬁonden
keN k=0 k=l

etde R, . Indication : exprimer , en fonctionde R, et R, ,

2) Onsupposedeplusque Vke N' u, 20

a) Montrer que la convergence de la série ZR, entraine la convergence de la série Zk"k
keN

b) On suppose que la série Z ku, estconvergente, montrer que lim(’”'l)R. =0
keN' a—->+0

- —
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c) Dédull'edeceqmpl‘écédequelesdem(séﬁes ZRI: et Z ku, sont de méme nature et comparer leurs

& keN keN’

+®

sommes ) R, et > ku,
k=0 k=1

1 " & 1
3) Onposeuk=7c-; pour ke N etxe]l,+00[.0nnotetoujoms R,,=ZFlewSted'°fdfem
k=n+1

13 L) M -
Préciser I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série E R, est convergente et exprimer E R, alaide
k=0

. g(x) 3 i i neN

k=1 kx .
Probléme 3
Les 5\2 ne sont pas autorisés 2 utiliser les théorémes de continuité et dérivabilité des séries de fonctions
: 1 1
Pour tout entier 72 > 1, on considére Ia fonction f, : R* — R définie par Vx € R* f,(x)=—- o
n

1) Montrer que pour tout X € R 1a série Zf,, (x) converge. On note F(x) =if:, (X) sa somme
n=1
2) Calculer les valeurs de F' (0) et F (1)
3) Montrer que pour tout X € R" la série z fi (x) converge. On note G(x) = i £ (x) sa somme.
n=1

. 1
4) Dans cette question, on se propose & étudier la dérivabilité de F . On pose VI € R, ¢(t) =-t-

a) Soit ne N * aTaide de I'inégalité de Taylor-Lagrange , montrer que :
2
(=)
3

n

V(m.x)e(n+=]) [p(x)-0(x)-(x-%)9 (%)<

()L )-REESS o xa b ode s e

b) En déduire que
x20,h#0, x+h20

¢) En déduire qu'il existe unme constante K>0 indépendante de x et h  telle que

‘F(x+hz—F(x) _G(x)| <K

d) En déduire que F est dérivable sur R* etque F'=G
5) Dans cette question, on se propose de calculer un équivalent de F' en -0

a) Soit x € R*. Montrer que pour tout keN ,ona: ﬂ+,(x)SI:ﬂ(%—al—x-)dt$_f;(x)

b) En déduire un encadrement Z:l.ﬁ (x)

¢) En faisant tendre 72 vers +00 , en déduire un encadrement de F(x)

d) En déduire un équivalent de F (x) lorsque X —> -+©



