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PC* Devoir Surveillé N°2 durée 4h

Problemel (3, b/, )
Dans toute ce probléme, on désigne par (a,),,,,. I suite dont le terme général est donné par: Yn € N*, g, = Z% — In(n)
k=1

I Convergence de la suite (a,) .-

Q1. Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de la différence a,,, ; —a,,, puis déterminer la nature
de la série numérique Z (Bpy1 —@p)-

Q2. Montrer que la suite (a,) est convergente vers un réel que I'on notera  pour toute la suite du

probléme, puis que : e

2]
- = In(n)+~v+o0(1).
; % norioo (M) +7+0(1)
II Une premiére expression intégrale de ¥
e-al ~bt
t

Q3. Soient (a,b,x) e (]R: )3 .Montrer que les intégrales I o dt convergent

—-al
dt et J':oe £
t

-bt

e —e .
Q4.Soitl(x)=j:°———t—dt (pour xR, ). En séparant les deux intégrales et en effectuant

) -t
un changement de variable dans chacune, montrer que (x)= j::ert En encadrant ¢~

. L -at —b
déterminer la limite de /(x) lorsque x — 0* . En déduire que I;Q g e dt= ln(é)
t a

Q8. On pose ¢:t}-)e"(l -
—e

1 1 .
, —-;) pour € R, . Montrer que @ est intégrable sur R’

Q8. Onpose V<R, VaeN §,(1)=3 (et £ =
k=0 t

Montrer que V¢ R, S, (¢)= ¢(t)(l —e ™ ) Montrer que lim I:S,, (H)dt= I “o(t)dt
n—»+o 0

Q7. En utilisant la linéarité de Fintégrale, calculer '[;”S,, ()dt et en deduire que y = j' “o(r)dt
0

111 Une deuxiéme expression intégrale de v

Q8.  Soit n € N*. Etudier la continuité en 0 de la fonction ¢ — L= (1=1)" lt_ gy

1
Q9. Soit 7 € N*. En remarquant que : / 1=t 'dt = L
n
0

1
exprimer » - & l'aide d’ ! )
Xp k;l g ale ded uée intégrale puis & 1'aide d’un changement de variable affine, établir que :



Q10.  On considere la suite de fonctions (fa)nenr définie par:

[1,400[ — R
n

i

1
VneN, f,: n i 1<t<n
neN, f, e - si 1<

0 si n<t

Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (f,),,cy

Q11. Démontrer quel'ona: Vte[0,1[,In(1—%) <t

Q12. Etablirla convergence de l'intégrale —u-dll.
1

Q13.  Erablirla convergence, puis déterminer la limite sous forme d’une intégrale quand n tend vers 4o,
de la suite de terme général

——st—du.
u

j(l-ﬁ)"

Q 14. Bt~

Etablir la convergence de P'intégrale f Yo
0

Q 15. A I'aide de I'inégalité des accroissements finis, montrer que :

n
1—(1—5)
Vn € N*, Vtelo,l],og———-t—-—gl.

Q1e. Etablir la convergence, puis déterminer la limite sous forme d’une intégrale quand n tend vers +oo,
de la suite de terme général

du.
u
1 1 o +o00 -
En déduire que: 'y=/ = du— e—du.
u u
1
' 4 x +00
- —
Q 17. A désigne un réel strictement positif, émontrer que: -~ = —In(4) + / = ue du— / %du.
A

400 - i &
Q18. a) On rappelle que VxeR e‘=2-:—”'. MontrerqueVue]R: 1= =z(—l "k_
n=() -
k=0

! u (k+1)!
SRENH e s ) .

On pose S,(u)-gﬁﬁ Ot&(")—‘gi%% pour u € R

b) En utiisant le théoréme spécial des séries alternées, majorer IR, ()| puis montrer que

nl_i’%f:lt,, (u)au=o0.

¢) En écrivant I: l—:-u du.-..-J': S, (u).du+J‘o‘4 R,,(u)du , montrer que

IA 1-¢™* o = (—l)t A
o u i (k+1)(k+1)!



| oas

Probléme 2
Rappel : Soit £ unK-ev, F unsevde E et feL(E).Onditque F eststable par f ssi
f(F)F (cestadire Vxe F f(x)eF )

Dans tout le texte, N est I'ensemble des entiers naturels, R I’ensemble d i i

. : ) es réels, n désigne un entier naturel
supérieur ou égal & 1 et R, [X] est I'ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré 5111] plus n.
Pour @ < b dans Z, on note [a, b] I'ensemble [a,b) N Z.
Pour k € N*., on note Py, le polynéme X*1. On rappelle que R,,[X] est un R-espace vectoriel de dimension 1+ 1
dont la famille (Pi)ke1,m+1) €st une base. Pour P € Ra[X], on note deg(P) le degré de P et, lorsque P est non
nul, cd(P) désigne le coefficient dominant de P, c'est-a-dire le coefficient du mondme Xdeg(P),

k!
HICEDTY

Pour un ensemble E et f : E — E, on définit par récurrence sur k£ € N 'applicetion f*: E — E de la fagon
suivante : Ry '

Pour k € N et j € [0, k], le coefficient binomial (’") vaut
J

fo"—"IdE et fk+1=f°fk

Si f est bijective, on note f~! la réciproque de f et pour k € N, on note f* = (FY~
Pour p € N*, on note M »(R) I'ensemble des matrices carrées réelles de taille p.

I L’opérateur de translation et I’opérateur de différence

LA - L’opérateur de translation
L'opérateur de translation est 'endomorphisme 7 de R,[X] donné par

- [RaIX] o R,[X]
P(X)— P(X+1)
L.A.1) Pour un polynéme non nul P € R,[X], exprimer deg(7(P)) et cd(7(P)) & I'aide de deg(P) et cd(P).
L.A.2) Soit P € R,[X]. Pour k € N, donner I'expression de 7*(P) en fonction de P.

L.A.3) Donner la matrice M = (M, ;),; jcn+1 de 7 dans la base (P,) ke[1,n+1]- ON exprimera les coefficients
M; ; en fonction de i et j.

I.A.5) L’application 7 est-elle bijective ? Si oui, préciser 7~. L’expression de 77 trouvée & la question 1.A.2
pour j € N est-elle valable pour j€ Z?
I.A.6) Que vaut M~ ? Exprimer les coefficients (M~!); ; en fonction de i et j.

I.A.7) On se donne une suite réelle (u;).cy et on définit pour tout entier £k € N

k (k
U, = E j u; (L1)
j=0

Déterminer une matrice Q € M, (R) telle que

Yo Ug
(] _ Q Uy
U, Uy,

I.A.8) En déduire la formule d’inversion : pour tout entier k € N,

k
Uy, = jg(—l)"‘f (f) v 1.2)

L.A.9) On considére un réel ) et la suite (uy, = A¥) . Quelle est la suite () ren définie par la formule (I.1) ?
Vérifier alors la formule (1.2).

I.B - L’opérateur de différence
L'opérateur de différence est 'endomorphisme 6 de R, [X] tel que d =7 —1Idg |x;:

5 { B Bl
"L P(X) = P(X +1)— P(X)

(3



a I'aide de deg(P) et
LB.1) Pour un polynéme non constant P ¢ R, [X], exprimer deg((P)) et Cdl(,J(P)) g
cd(P).

I.B.2) En déduire le noyau ker(d) et I'image Im(§) de 'endomorphisme 4.
1.B.3) Plus généralement, pour j € [1,n], montrer les égalités suivantes :

(L3)
ker(d)) =R;_,(X] et  Im(é%) =R,_[X]

LB.4) Pour ke Net PeR,[X], exprimer &*(P) en fonction des 74(P) pour j € [0, k].

LB.5) Soit Pe Rn-1[X]. Montrer que

w BTy ) PR (L4)
Y (-1 ?(].)PO)—-O

=t 1)
LB.6) Dans cette question, on se propose de montrer qu'il n'existe pas d’al?plication linéaire u : R, [X] = R, [X]
telle que uou = §. On suppose, par I'absurde, qu’une telle application u existe.
a) Montrer que u et §2 commutent,
b) En déduire que R, [X] est stable par I'application w.
¢) Montrer qu’il n’existe Pas de matrice A € M, (R) telle que

5 01
A“(oo

LB.7) Dans cette question, on cherche tous les Sous-espaces vectoriels de R,[X] stables par I’application 4.

a) Pour un polynéme non nul P de degré d < n, montrer que la famille (P,8(P),...,6%(P)) est libre. Quel est
’espace vectoriel engendré par cette famille ?

b) En déduire que si V est un Sous-espace vectoriel de R [X] stable par § et non réduit & {0}, il existe un entier
d € [0,n] tel que V = R,[X].

d) Conclure.

III Etude d’une famille de polynémes
On considére la famille de polyn6mes

Ho=l
k=1
{Hk=7c17H(X—j) pour k € [1,n]
g

III.A - Généralités
HI.A.1) Montrer que la famille (Hi)keqo,n est une base de R,[X].
II1I.A.2) Calculer 0(H,) et, pour k € [1,n], exprimer 0(H)) 4 I'aide de H ,.

II1.A.3) La matrice M définie 4 la question L.A.3 et la matrice M’ de taille n + 1 donnée par

L1000t 0
0~ o g
M= 0
1

0 0 1

sont-elles semblables 7
I11.A.4) Montrer que, pour £, | ¢ [0,n],

k _J1 sik=|
)0 = {2 e
II1.A.5) Montrer que, pour tout P € R,,[X],

P=L__io(6'=(P))<0)Hk

III.B - Etude d’un ezemple
IIL.B.1) Donner les coordonnées du polynéme X3 4 9.x2

+5X 47 dans la base (Ho, Hy, H,, Hy) de Ry|X].
I11.B.2) En déduire un polyndme P € R;[X] tel que 42

(P)=X3+2X2+5X+7

SF



