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PC*  Devoir Surveillé N°3 durée 4h niveau CCINP

Problémel | a fonction In(T)

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions £ : 10, +0o[— R vérifiant :
(i) la fonction f est de classe C!,
(ii) pour tout x € 10, +co[, on a fx+1) = f(x) =In(x),
(iii) la fonction f” est croissante,
(iv) la fonction £ sannule en 1, c'est-a-dire f)=0.

Dans la suite, on note (C) I'ensemble de ces quatre conditions.

Partie | - Existence de la solution du probléme étudié

Dans cette partie, on construit une fonction vérifiant les conditions de ©).
Pour tout » € N*, on définit la fonction u, : 10, +co[— R par:

Vx €10, +0o[, up(x)= xln(l i ;l;)-ln(l + f).

n

Q1. Montrer que la série de fonctions Z un converge simplement sur 0, +oof .
n>1

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ : ]0, +oo[— R la fonction définie par:

Vrel0,+oof, (x)=—In(x)+ ). un(x).

n=1

Q2. Justifier que (us)men- €st une suite de fonctions de classe C! sur 0, +oo[ , puis montrer qu'il existe
une suite (g,)zen+ telle que la série Z &, converge absolument et que :
n>1

X
n(n + x)

V(n,x) e N*x J0,+oo[, (%) =

+ &,.

Q3. En déduire que la série de fonctions Z u, converge normalement sur tout segment [a, b] inclus

n>1
dans 10, +oof .

Q4. Montrer que la fonction ¢ vérifie les conditions de (C).

qutle I - Unicité de la solution

Dans cette partie, on montre que ¢ est I'unique fonction vérifiant les condition

: s de (C). On considére
une fonction g : 10, +oo[— R vérifiant les conditions de (C)etonpose h=¢-g. e

Q5. Montrer que pour tout x > 0, on a h(x + )=h(x)eth'(x+1) = h'(x).

¢



Q6. Soient x ¢ 10,1] et p € N*. Montrer successivement que :
/ / 1
Vo) -gU+p<HE+p<gU+p)-g@), ¢P)-A+P=Kp)=.

Q7. En déduire que :
1
¥+ p)- K@) < Z

Q8. Deduire des deux questions précédentes que la fonction #’ est constante sur ]0, +oo[ .
Q9. Conclure que ¢ = g.
Partie lll - La formule de duplication
Dans cette partie, on considére la fonction y : 10, +oo[— R définie par :

Vx € 0, +oof, lﬁ(x)=(x—l)ln(2)+¢(§)+¢(£—;—-l)-%ln(ﬂ)-

Q10. - Montrer que pour tout N ¢ N*, on a la relation :

yo ) VweT (@)
°XP[Z""(")}= W+l @M

2

n=1
Q1. Déduire de la question précédente et de la formule de Stirling que y(1) = 0.
Q12 Montrer que pour tout x € ]0, +oco[,0na:

x+1

(x-1)1n(2)+¢(‘23)+¢( ;

) = @(x) + %ln(fr).

Partie IV - Fonction Digamma

On rappelle que 2%=lnn+7+o(l) (> +)
k=1

On rappelle que VxeR, qp’(x)=—%+21n(l+l)—L ( cette fonction est appelée
n=1

n X+n

fonction Digamma )

z 1
Q13. Onpose T, =Zln’(l+%)—;. Simplifier l'expression de 7, et déterminer lim T . En déduire que

k=1

¢’(x)=-7-l+i(%';i—x) .

X pel

Q14. Onpose I(x)= I «:11—__?‘1‘ pour 2¢ 3 Montrer que cette intégrale converge.

Q15. En écrivant —L sous forme de série, montrer que I(x)=Z(L- 1 ) ( on utilisera un

1-¢ mo\n+1 n+l+x

théoréme d'intégration terme & terme )
- 1 1 .
Q16. Montrer que Io t7dt=— pour xeR
x

i )—¢

dt
0 1-¢

Q1v7. En déduire que VxeR| ¢ (x) =—y+
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Probléme 2

Pour n € N, on note R, [X] 'espace vectoriel des polynémes réels de degré plus petit que 7.

Si P =3 % 4akX* € Ry[X], on dit que P est de degré n quand ay, et a, s’appelle alors le coefficient
dominant de P.

Pour tout entier naturel n, on appelle ¢, la fonction définie sur [-1,1] par

¢n(z) = cos(n arccos(z))

Partie 1.

Vérifier que pour tout entier naturel n, la fonction ¢, est continue sur [—1, 1]‘.
Pour z € [~1,1], donner une expression polynomiale de co(z), ¢1(x), c2(%).

. Montrer que Vn € N*, Vz € [-1,1], cp41(Z) + cn-1(z) = 2xcn(z).
. Soit la suite de polynémes (Ty)nen définie par

oa N

To=1,T1=X et Vn€N, Tpt2=2XTp1—Th

Montrer que pour tout n € N, T, est un polynéme de degré n de coefficient dominant que I'on
explicitera.

6. Prouver que pour tout n, la famille (Tp, T}, .. .,T;) est une base de R,[X].

7. Montrer que pour z € [-1,1] et n € N, on a Ty,(z) = ca(x)-

Montrer que VneN VA@eR T, (cosd)=cos(nb)

Partie II.
1. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X], on pose (P|Q) = _11 I—D%L%P dt.

1.a. Vérifier que I’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X]. On note ||.|| la norme associée.
Dans toute la suite du probléme, R[X] est muni de ce produit scalaire.

L.b. Soient p,q € N. On pose I, = [ cos(pf) cos(qb) df.
Démontrer que si p # q alors I, 4 = 0.
Calculer I .

1.c. Montrer que pour tout n € N, la famille (Ty,...,T,) définie en partie I est une base

orthogonale de R"[X]"C’est-a-dire v(i,j)eﬂo,n]z izj= (I; \Tj)=0.

catcter 3] pour k<[0.7]

Partie III.

Soit n € N*. Pour tout k € {1,2,...,n}, on pose 0 = ‘%_n—lﬁ et z = cos(6).
1. Vérifier que z;, 3, ..., z, sont les racines du polyndme T, défini dans la partie I.

2. Soit £ = (Ly,..., Ly,) la famille des polynémes d’interpolation de Lagrange associés a (®1). .. 20)

2.a. L est-elle une base de Ry_1[X]?
2.b. Montrer qu'il existe des réels Ay, ..., \, tels que
R0

3 : | VLt
VGER”"I[X]’ _I-JT—:T?#=§MG($» avec VJE[“’"”’ Aj= 4 —_,——iljf_)t dt



2.c. Soit R € Rop—1 [X]
i. Justifier 'existence et I'unicité deux polynomes S et U de Rn—

ii. Montrer que
1
Bl 43 MR@)

1[X] tels que R = ST +U.

2.d. Dans toute cette question on fixe k € [|1,n|].
i. On rappelle que Vz € [—1,1], Tn(x) = ca(x) (voir partie I.). Montrer que

(-—1)"’"'111. _ (—l)k'Hn
1- a:% ~ sin(fk)

ii. Soit la fonction ¥ : R — définie par

Tp(xk) =

Th(z)
(= — k) Ty (zx)

Vérfier que pour tout réel z, Yr(x) = Li(z).
iii. Soit j € N. Calculer

Vz # o, Yr(z) = et Yr(z) =1

. cos(j6) — cos(j6k)
: ah-glk cos(0) — cos(6x)

En déduire que intégrale u; = J;‘ %’;—) df existe. Montrer que

—1)k+1
o D
n

un Sin(0)

iv. On admet que j
Vj €N, Ujy2 — 2ujn COS(ok) +u; =0

v. En déduire que Az = .
3. Démontrer que pour tout polynéme R € Rop—1[X] on a la relation

/_11 ?g)tz dt = %Z:IR (cos (Q_k—i—hlﬂ))
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