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Lycée Clémenceau Nantes, PC*, année 2024-2025 le 23/11/2024

PC*  Devoir Surveillé N°3 durée 4h Niveau Centrale-Mines

Probléme 1 :
Les parties sont ( relativement ) indépendantes

n!
Le probléme porte sur 1’étude des séries factorielles, séries de fonctions de la forme Z a,
x(x+1)--(x+n)

Partie I : Etude d’un exemple

Pots )= SR v v Ll

S x(x+1)-(x+n)

On admettra que e = Z—
o 1!

1) Montrer que f est continue sur R,

2) Montrer que h_g; f (x) =0

3) Déterminer une relation entre f (x) et [ (x+1) . En déduire un équivalent de f en 0"

4 onpose Vke[0,n] B =[[(X+i)
i=0

ik
a) Montrer que les polyndmes (P, ) h<is, fOTMENt une base de R, [X ]

b) En déduire qu’il existe des réels indépendants de X notés &, , @, ..., @, tels que Vx>0

n! - a 1R
= .M =(-1
x(x+1)-+(x+n) §x+k oo 4:7(-1) (k)

¢) Montrer que f(x) ez n'(x-?—n) ( indication : effectuer le produit de Cauchy de Z% avec

sredll Wil
n’(x+n)
d) Montrer que f est de classe Clsur]O,+oo[

Partie I ;: Séries factorielles

et xeR’,onpose u,(x)= il sy x-.-___.l__.wx__.“n(x)
Pog, 250 R, onpose 1, (1) x(x+1)-(x+n)’ (%) (n+1)° () v, (x)

On désigne par A Densemble des suites complexes (a, )” o felles que VxeR, Za,, u, (x) soit
absolument convergente

1) Montrer que la série Z In [M{)—) est convergente
S (>

—

=1(x)

X
2) En déduire qu'il existe / (x) strictement positif tel que llm (
n—>+o P (x

p—
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3) Soit (a,, )nEN une suite complexeet X € R, .

Montrer que la série Za,, u, (x) est absolument convergente si et seulement si la série

2 a,v, (x) est absolument convergente

40
un élément de A et la fonction f, définie par Vx € R, f, (x) = Zan U, (x)

Soit a= (a,, )neN ~

4
5)

6)

7

)

Montrer que £, est continue sur R,

Montrer que x]i_)i‘; f,(x)=0

a) Donner un exemple d’un élément ade A telque VneN a, #0

b) Donner I’exemple d’une suite (a,, )"eN qui ne soit pas un élément de A

Soit ae A

a) Montrer que ZLS ln(l+£)
=1 X+ x

b) Endéduire que Vxe R, Vne N

¢) Soit @>0 et @' €0, e[ . Montrer que |a,| (ln ), () =o(|a, |4, (@')) (n—>+o)

( on pourra utiliser la question 2 )
En déduire que f, est de classe C' sur tout intervalle [a ,+ 00[ cR’ donc C'sur R,

Partie I1I : Représentation intégrale
On reprend les notations de la partie IT

1)

2)

3)

4

5)

1 e
Pour x>0 et k€ N, montrer la convergence de I’intégrale Io (l— y) AR dy et calculer sa
valeur en fonction de Kk etde X

(utiliser 14) b))

5 1 115 n!
a) Montrer ue Vx € R, VneN jo(l—y) ‘G dy=x(x+l)~"(x+n)

b) En  déduire que pour tout élément a@ de A on a:

Vx>0 f,(x)=ga,, J‘ol(l—y)"'l V'dy

a
Soit @ € A . Montrer que Z _: " converge absolument. En déduire que Za,, " converge
n
pour y € [0, 1[

Onpose Vy e [0,1[ @, (y) = ia,, y" . Montrer que @, est continue sur [0,1[
n=0

Montrer quepour a € A, VxR, £, (x)=[ (1-3)" 0, ()b

@

u,’,(x)lSu,,(x)(-i—+ln(l+§D (dénsoen Amcyi->)
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Probléme 2 :

Définitions et notations

Dans ce probleme, £ désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R* dans R, et

E; le sous ensemble de £ formé des applications de carrés intégrables sur R*.
( c’est-a-dire les gpplications S €E telles que f? soit intégrable sur R* )

A toute fonction f € E on associe la fonction, notée 1(f), définie sur R* par

WO =10) & V>0, pNE =7 [ 1O

Q1. Montrer quesi f et g sont deux éléments de B, leur produit fg est une fonction intégrable
sur R*.

1 2
( on pourra montrer que V(x,y) eR? |x)’| 5'2'("2 +y ) )
Q2. Montrer alors que E; est un sous-espace vectoriel de E.
A —+o0
Q3. . Montrer que l'application (f, g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E».
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.
Soit f un élémentde E ;onnote g la fonction définie sur R* par

Vo3>0, g(:z:)=/:f(t)dt.

Justifier que g est de classe C! sur R et que la fonction 4(f) est un élément de E.

g

- Montrer que 9 est un endomorphisme de I'espace vectoriel E.
Montrer que ) est injectif.
- L'endomorphisme ) est-il surjectif ?

R

Soit f un élément de E,

Q6. Calculer la limite en 0+ de la fonction ¢ —s £, (on fera intervenir (f) )
Q7. Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction ¢ +— %9 est intégrable sur |0, b] et que

b i b gz(t) g b
[vroas [ L2 a=-wiro 2 [ rovnme
En déduire que, pour tout réel b > 0,

[woroas([ ro dt)i ([ oo dt)i.

Q8. Conclure que 9(f) € E; et que ||lv(f)|| < 2| f||.

potos A ={.I_%.jl.|2ﬂ ; f€E, \{0}} * Que peut-on en déduire pour Sup(4) ?
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Soit f un élément de E,.

Q9. En utilisant la formule (1) montrer que la fonction z — z1(f)2(x) tendv vers 0 lorsque z
tend vers 400,

Montrer alors que (4(£)l(f)) = 2(f[(f)).
Q10. Soit f € F une fonction telle que [y()| = 2{]. Calculer [¥(f) — 2]

Montrer que v(f)-2f=0. m déduire une équation différentielle vérifiée par £, en déduire une
expression de f puis montrer que f est la fonction nulle,

°“"°s°°°“j°‘"s‘4={"w"+ﬂ ; feE, \{o}},

Qu1. - Montrer que 4o,

Q12. . Onstmetrs quspour (,5) (R [ a-n(?)

On considere un rée] 4 > OetonnotefalafonctiondéﬁniesurR"'

par fo(z) = e z>0.
Montrer que Ia fonction £, ¢ R, et calculer || £, 2.
Calculer ¥(fa)(z) pour tout > 0 puis donner les valeurs de (falo(£,)) et de "%ﬁﬁ)”

On veut déterminer S (4) e 1y (4)

Q13. Pourtout s ¢] - 1,-1

3

3l onnote £, Ia fonction définie sur R* par

0)=0, f,(t) =t* sit>1, et f, affine sur [0, 1).
- Vérifier que £, € B, et calculer I £sl1?
Calculer ||y(£,)|| en fonction de s

1
Q14. En déduire une minoration de Sup(A) en fonction de $ puis faire tendre § vers —

2

Q15. Soita > 0; on note f la fonction définie sur R+ par

F&) =t site[0,1), et f(t) = g-a-

Vérifier que f € B, et calculer | £|12 en fonction de o
Calculer [[y(f)(|2 en fonction dea

En déduire que la bore inférieure de 'ensembje { s, f € B3\ {0}} est nulle.

8i € [1, oo,



