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Probléme :

L’f’bjec'iif de ce sujet est d’établir le théoréme de Perron-Frobenius pour une certaine classe de matrices symé-
triques. Ce théoréme étudie les espaces propres d’une matrice associés aux valeurs propres de module mﬂimal-
Une application, en conclusion, montre une ouverture 3 'analyse spectrale des matrices & coefficients positifs.

— La partie I permet d’obtenir des résultats préliminaires, utiles pour les parties suivantes.

= LapartieIIexa.mine,ﬁtitred’exemple,lecasdmatricesé.coeﬂicientsstrictementposiﬁfsdetaiﬂedeux.

— La partie ITI s'intéresse au lien entre le rayon spectral d’une matrice et le comportement asymptotique de
la suite de ses puissances successives ; elle est indépendante de la partie IL

— La partie IV donne une démonstration du théoréme pour une classe de matrices symétriques & coefficients
positifs ; elle est indépendante des parties II et IIL.

Notations et définitions

K désigne l'ensemble R des réels ou I'ensemble C des complexes.

Soit n et p deux entiers naturels non nuls. : :

— On note M, ,(K) 'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes 3 coefficients dans K et M, (K) = M, 5 (K)-

— 8i A= (Ay;)1<i<n,1<i<p et UnE matrice de M, ,(K), on note | 4| 1a matrice de M., ,(K) dont les coefficients
sont |A;;] 1 <i<mnet 1<j<p).

— Une matrice A de M, ,(R) est dite positive (respectivement strictement positive) lorsque tous ses coefficients
sont positifs ou nuls (respectivement strictement positifs). La notation A > 0 (respectivement A > 0) signifie
que la matrice A est positive (respectivement strictement positive).

— Si A et B sont deux matrices de M, ,(R), la notation A > B (respectivement A > B) signifie que la matrice
A — B est positive (respectivement strictement pasitive). De méme, la notation A < B (respectivement
A < B) signifie que la matrice B — A est positive (respectivement strictement positive).

— Les propriétés suivantes pourront étre librement utilisées (sous réserve que les opérations correspondantes
puissent étre envisagées) :

o |A+B|<|Al+|Bl;

o |AT|=4l";

o siv €K, alors [yA| = hllAl;

e siA>0et B>0,alors AB>0.

— On rappelle que le produit scalaire canonique de M,  (R) est défini, pour tous vecteurs XetY de M, ,(R),
par

n X, Y
X|Y)=XY=) XY, ot X=| : |eaa¥Y=| ¢ |
= X, Y,
La norme euclidienne (associée & ce produit scalaire) du vecteur X est alors donnée par

—_ Le spectre d’une matrice A de M, (K) est noté sp(A).
— Le rayon spectral d’une matrice A de M., (K), de spectre non vide, est le réel positif ou nul, noté p(A), défini
par
| p(A) = max{|A| | A € sp(4)}.
— On dit qu'une norme N : M, (K) — R est sous-multiplicative si, pour toutes matrices A et B de M, (K),
N(AB) < N(A)N(B).



I Résultats préliminaires
Q1. Soit n un entier naturel, A et B deux matrices de Ma(R
siA>0.X»0et X#0, alors AX >0,

) et X un vecteur de Mu,l (R)‘ Mmtl’el fue

et que

|AB| < |Al|BI.
Y

Xy
. s ety =
Q3. Rappeler Vinégalité de Cauchy-Schwars pour deux vecteurs X = (X..) (Y,.

nombres complexes, alors
En déduire que si n est un entier naturel et 2y, ..., Zs Wy -+ Wn sont des 1o £

glzullw.l < (glz,,l’) " (gm,,?) 1/2.

Qs Soltxunnombreoomplexetelque|1+z|=1+|z|.Montm'quez€R+-
sont deux nombres complexes vérifiant |2 + 2’| = [2] + |2] et 2 # 0, alors
| JaeR, | =0z

Q4 Soitnunenﬂersupéﬁeurouégal&‘Zetzl,...,zndanombrescomplm:esnontousnulstelsqne

n n
2 =2 lal
=1 k=1

En déduire que, si z et 7

Montrer gque
36 € R| Vk € [1, 7], z, = €*)zl-

Dans le cas od 2, # 0, on pourra appliquer le résultat de la question précédente aux couples (z,,2;) pour
ke 2] '

II Matrices strictement positives de M, (R)

Soit a, b, ¢ et d des nombres réels strictement positifs et A = (‘; 3)

Qs. Exprimer le discriminant A du polyndme caractéristique de A en fonction de a, b, ¢ et d.

Q6.  Montrer que A > 0. En déduire qu’il existe deux réels ) et y, vérifiant A < p, tels que A soit semblable

0 A
Q7. Montrer que |\ < p.
Q8.  Montrer que la suite (A*),ey. converge vers une matrice L non nulle si et seulement si x = 1. En cas
de convergence, préciser le rang de L puis montrer que L est la matrice d’un projecteur de R2.

Q9. Soit o et B deux réels de ]0,1[ et B la matrice (1-;0 lf_ﬂ).-MontrerqueBwtsanhhblaih
0

1 : :
matrice D = (0 l—a-ﬁ) etdonnerunematrloeSde'.M,(R), inversible, telle que B = SDS.

- & 1a matrice (" °).

Q 10. Endédﬁrequehmﬂte(B")nwwnvergevemunemtrlceAquel’onexpucitm

III Normes sous-multiplicatives sur M, (C); rayon spectral

II.A - Ezemples de normes sous-multiplicatives sur M, (C)
Pour toute matrice 4 = (Ay)1¢s,s<n d6 M, (C), on pose

VAl = max (gwl) o |Al= (g: gmqr) ”

Q 11. Montrer que |-|,, est une norme sous-multiplicative sur M, (C).

Q12. OnadmatqueI-IzmumwmmMn(C);mmmqmmttenmmmmmuplm

Indication : on pose AB=(c,J)m'm .mlhwl'wwlwﬁ;mak,‘A puis la Q2




Q 13. Soit N une norme sous-multiplicative syr M, (C) et S une matrice inversible de M, (C). Montrer que
l'on définit une norme sous-multiplicative v syr M., (C) en posant ¥(A) = N(S~2AS) pour toute A € M,(C).

III.B - Rayon speciral
Soit n un entier supérieur oy
IIL.B.1)

Q14.  Soit S une matrice inversible de Mn(C). Comparer p(A) et p(S1AS).

Q :(5‘;) Justifier que A est trigonalisable. Comparer, pour k € N*, p(4*) et p(A)* et, pour & € C, p(ad)
et .

Q 16. Montrer que, pour toute norme N sous-multiplicative sur M, (C), on a p(A) < N(A).

On pourra fixer une valeur propre ) de 4 et mettre en évidence une matrice H € M ,,(C), non nulle, telle
que AH = )\H.

IIL.B.2)

Le but decettese?ﬁon est de montrer que, bour tout réel strictement positif € > 0, il existe une norme N sur
M, (C), sous-multiplicative (dépendant de 4 et de €), telle que

N(A) < p(A) +e.
A cette fin, on introduit, Pour tout réel strictement positif 7, la matrice diagonale ’
D, = diag(1,7,..., ™)

et on considére une matrice T tﬁangulaire supérieure de M, (C).

Q17. - Calculer le produit D)TD, en Précisant, pour tout (i,5) € [1,n]?, Pexpression du coefficient en
position (£,5) de la matrice D;TD, en fonction de T et des coefficients de la matrice T

QB s (1),

égal & 2 et A une matrice de M,(C).

ke {1 stlte o réels strictement positifs qu converge vers 0. Déterminer lim DT D),

E8 desduire " k]j—Eo'D:TD’k

=p(T).Endéduire Ve>0 3IreR’

DI'TD| <p(T)+e

.Q 19. 5 s i
Q Soit 7" une matrice triangulaire semblable 3 A

Montrer que pour tout £ > O,ilexisteune-normesousmulﬁplicative N’ telle que N'(T)Sp(T)+€

En déduire que pour tout £> 0, ile:dstelmenormesousmulﬁplicaﬁve N telle que N(A)Sp(A)+8
mBs3

Q 20. Utﬂisercequiprécédepourmdntrerquelasuite(A")ka,. converge vers la matrice nulle si et seulement
sip(4) <1

Indieaﬁon:pmnlesensréciproque,onpourramonu'erqu

il existe £> 0 tel que p(A)+g<1

IV V'ﬁaébréme de Perron-Frobenius pour une classe de matrices sy-
métriques positives

Soitnunentiersupéﬁeurouégal&2etAnnematricenonmﬂlede.?rf,,(k),syméﬂ-lqneetposiﬁve (c’est-a-dire l

& coefficients positifs ou nuls). On pose r = p(A).

VMOn admet qu’une matrice AeM,,(R) symétrique est diagonalisable sur R et qu’il existe une base
orthonormée de M, , (R) (pour le produit scalaire usuel ) formée de vecteurs propres de A .

Soit (E,,-..,E,,) cette base orthonormée. On a alors Vle[l,n] AE, =4 E, avec A sens Ay les
valeurs propres de A (non nécessairement distinctes )
v.a -

Soit X € M, (R), X = %, E, . Montrer que X7 AX =" 2
X k=1 e

k=]

Q22.  Montrer quer > 0. -
On note y Ia plus grande valeur propre de A.



Q 23.

Q 2s.

v
Montrer que, pour tout vecteur X € X, , (R), unitaire pour la norme euclidienne canonique, X'AX <

SR s
> Mom:rerquectet;teinéguln:éeslzuneégalit:ésl etseulementm,thunvecteﬂl'PmpmdeA ios
laValeurpropre

L. _ .
Montrer que, pour tout, vecteur unitaire X,| |XTAX|< 1X1" Alx] < p-

/
Q 2. Endéd“ifeq“evpomtmtevale“rmpreAdeAonalAl{y,etqueu =r |

1v.B -

Q 27.
vecteur
Q 28.
Q 29.

Q 30.

bropre de 4. | Ainsi, 7 est

der oy t positive.
__ Dans cette sous-partie uniquement, on suppose en outre que A est smctemen

Montrerque,siXestunvecteurpropredeA unitaire, associé 4 la valeur propre r, alors |X| est un
propre de A, unitaire, associé & lavaleurpmprer,etqueIXl>0 :
Montrer que X = IX]ou X = = —|X].

Montrerquelemespaeepropreker(A rl,) est de dimension 1.
On pourra raisonner par I'absurde en considérant deux vecteurs propres de A orthogonaux associés 3 r.

M‘mtferquelamultlphmtéder » €D tant que valeur propre, vmn;1et:endédmreqlle—"'11""5“’as

lmlque valeur propre de A de module égal 3 7.

Q31 Montrer due cette propriété n’est pas forcément vérifide si A est seulement supposée positive-
~_On pourra Chefcher des exemples dans M,(IR)
On considére Ia

Par exemple si les six premiers lancers donnent dans I’ordre (face, face pile i i y
3 pile, face, pile), A, n’est réalisé
4, et A3 le sont, B,&tréahsemalsBletBanelesontpas e g

mais

QL Déterminer P(A,.)  Montrer que P(C) ZP(B )
Q2. 0o pose Ay = ﬂ. Montrer que, pour tout n € N* lP(A,,) =ZP(B::)P(A,.-I=) |
Q3. que le rayon de corer |

On;dmetque;/;e]-k | Z( Jx";ﬁmmm Vxe]—R,R[\{O}. g(ﬁ)ig-

Q4. En déduire que,

Qs.

Montrerque,pmntoutnen

n/n+1

————

pourtoutze]-R R[\ {0}, ZZ ( )(271—2k)zn;%(

HHI:+1 n—k

L (2) (o2)-3(2)

n

Al’aidedeQ2¢tQS,\,montrer-que,;o—u~r:outneN‘, ” P(B )‘-(n 1)(1?(1-1’))

Q7. Onsupposequepaé-.z,montrerqueP(C) 1-4/1- 4p21—P' (“m“ﬂ'Q3)

Q8. 0nsuppoeequep=§,mntrerqu(C)=1.

2z

1 |
=z

A

@ |




