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PC*  Devoir Surveillé N°5 _durée 4h

' E(X)
Inégalité de Markov : Si X est & valeurs dans R* et d’espérance finieona: Var >0 P(XZa)S——a——

Probléme 1 ;

- :

5 mflc‘ioezlé::s étudie quelques propriétés de variables aléatoires réelles finies de la forme > X, ol les g

La' : et l.es X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes & valeurs dai:s {1 k’—l} *
Premidre partie établit des résultats sur des intégrales, utilisés dans les parties suivantes ’

partir de la deuxiéme partie, on suj : variables aléatoires mutuellement
X 3 ppose donnée une suite (X Jnene de variabl i
ing

dépendantes définies Sur un espace probabilisé (2, .4, P), & va.leu;‘ls’:fans {1, -1} et vérifiant

VEEN, P(,=1)=P(X,=-1)=1

I Suites et intégrales
L4 - E'tuded’uneintéymledpamméh-e

Pour z € R*, on pose
o

fo)= [ L=gostemy
1]

L.A.1) Montrer que f est définie et continue sur [0, +oof et de classe C2 sur J0, +ool.
LA.2) Déterminer les limites de f et f en +o0.
L.A.3) Exprimer f” sur ]0,+00] & Paide de fonctions usuelles et en déduire que
Vz>0, f(z)=ln(z)— }mn(a? +1)
1.A.4) Montrer
{Vz >0, f(z)=zn(z)— %:l:hl(:l:2 + 1) — arctan(z) +%
- :
=%
L.A.5) Montrer

[ ]

v —2 [ 1—cos(st)
s€ER, |s 1r/ 2 dt (penserauﬁlisaf(o) )

0

LB - Etude d’une suite d’intégrales
Dans cette section, on étudie la suite (% )nen» définie par

oo
_ [ 1—(cost)”
VReEN, u,= / 7—&
0
LB.1) Justifier Fexistence de la suite (tn)nere et préciser la m:)notonie de la sous-suite (u,,)
i neNt
1B.2) Montrer que u, =u, = 7

I.C - Calcul d’un équivalent de U,
LC.1) Montrer que

Vn € N*, uﬂ:ﬁvn e vn=/m1_(c“1£/.\/2u7n’)ndu
u

22

0

-



ch) SOﬁf:uH(GOS( %J} ..Montrerque Vu€]0,1] ’f'(”),SI
By } V) €N x]0,1], |1 (cos (vEu/m))"[< 8

LC.3) Montrer que la suite (v,),ey. admet une limite finie | vérifiant |
F |
LC.4) On admet la relation / pdu=vA
0

Conclure que u,, ~ ‘/-'—‘2{

II Autour du pile ou face
Dans cette partie, comme il est indiqué dans le préambule, on considére une suite (X,,) o de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, & valeurs dans {1,—1} et telles que, pour tout k € N*,

. . )

PourtontneN*,onposeS,,=X1+---+X,,. ;

L’espérance d’une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa variance V(Z).
IILA - FEtude de E(|S,|)

IL.A.1) Déterminer V'espérance et la variance de Sy

ILA.2) Soit S et T deux variables aléatoires réelles finies indépendantes définies sur (%2, .4, P). On suppose
que T et —T oni méme loi.

Montrer que B(cos(S +T)) = E(cos(8))E(cos(T))-
ILA.3) On considére Ia fonction ¢, de R dans R telle que ,,(£) = E(cos(S,t)) pour tout réel ¢. !
Montrer que @, (t) = (cost)™ pour tout entier n € N* et tout réel £. |
II.A.4) Montrer, pour tout n € N* E(]S,]) = -i—u,,.
‘On, utilisera I'expression it)tégrale de la valeur absolue obtenue 3 |a question |.A.5.
n a 5) A B R A gl i . e NP e m——— . e

En utilisant Ia question etln de e S

précédente formule transfert, exprimer ”("zmz _,,2“1)

mmﬁmy,mmmbabmmd&mmmmmmmm P(Spa=s) .
P(Sy0=5-1) et P(S,,, =s+1) pour s €[-2n-2,27+ 2]

En déduire %(uzm "“zm) sous Ia forme d*une somme faisant intervenir P(S,'H -_-s)

i

ILB - Etudede% :




¢) 8i w € N, justifier que M (w) est une matrice de projection

On se propose de démontrer que Ia suite

n ) Converge presque sfirement vers 0, c’est-a-dire qu’il existe
' événement négligeable 2 € A tel que a

Pour tout n € N*, op pose

z _ ’ R

ILB.1) Montrer que E(S})=3n2_9, pour tout n € |N*,
.2) Montrer que, pour tout n € N*, p (U,, > 1 )

ILB3) =~ = iy

——

3

<=7

—

Montrer que Zp € A pour tout n € N* et qué wli_%oP(Z;.) =0.

ILB.4).'
Onpose 2= ﬂ 2,
' neN

Exprimer Z, en fonction des événements [/ >

Montrer que Q\Z = |J
neN’ k2n

s

converge presque sfirement vers 0.

Probléme 2 :

Dans tout ce probléme, n est un entier supérienr ou égal A 2 et 'on note :
— M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’

ordre n & coefficients réels ;
— GL,(R) I'ensemble des éléments inversibles de M, (R) ;

— X, Iensembie des &léments de M, (R) dont tous les coefficients sont dans {0,1}:

— o transposée d’une matrice M, mais Ia notation MT est égalemant utilisable, '

IV.A - Génération par une colonne aléatoim

Soit p € [0,1[. Soient Xj,...,X,, des variables aléatoires mutuellement, indépendanths, déﬁnies SUr un espace
probabilisé (2, 4, P) et suivant une méme loi de B

ernoulli de paramatre p.
IV.A.1) Caleuler la probabilité que X, ..., X,, solent égales.

IV.A.2) Quelle est laloi de S = X; +... + X, 7 On attend une démonstration ‘du résultat annoncé.
IV.A.8) Soient i et j dens {1,...,n}. Donner la loi de la variable aléatoire Xy5=X; x X,

IV.A.4) Siw € D, on introduit la matrice colonne

: X, (w)
Ulw)= ( : )
Xa(w)

M. (R
et la matrice M(w) = U(w)"(U(w))-. L’app]iga.tim M: {2:11[(:5) ) est ainsi une variable aléatoire.

a) Si w € N, justifier que M(w) € X,,.

b) Si w € N, justifier que tr(M(w)) € {0, ...,n}, EE et que rg(M(w)) < 1.

.8 et seulement si S(w) € {0,1}.



IV.A.5) Domner Ia loi, Vespérance et I variance des variables aléatoires tx(M) et g(M). .
IV.A.6) Exprimer M en fonction de S et M. , :

Quelle est la probabilité pour que la suite de matrices (M*)ey soft convergente

Montrer que, dans ce cas, Ia limite est une matrice de projection. ,
IV.A.7) Quelle est la probabilité que M admette deux valeurs propres distinctes ?

IV.B — Génération par remplissage aléatoire & ek M
Soit p €6, 1]. O part de la matrice nulle de 3, (R), notée M,. Pour tout k € N, on construit trice My
A partir de la matrice M; de la manidre suivante iité p

- onpamourtemmevague]_amatdceetchaqnemeﬁicientnulestcbangéenlavec]apmbablﬁtep

g entes.
- quueactionsurungqeﬂicient;estindépmdantedeceqlﬁsepassesnrlesautresetdesvag'uespréﬂéd

Les M, sont done des variables aléatoires  valeurs dans I, et Pon considére quelles sont il_ﬁ;nes Sur un espace
probabilisé commun (R, .4, P). Voici un exemple de réalisation de cette évolution pour n=2

11
. 10 g5 1 _(1 1) =( )
M°=(g g) _'M‘=G g)"MF(l 0)"M3=(1 o)"M4 (1 1) ¥=11 1
Pourk}l,lenombredemodiﬁeaﬁons:éaliséeslorsdelak—iémevagueaﬂ;notél\?k.Dmsl’exempkmi
N,=2,N; =0, Ny=1,N,=1,N; =0. . . ’
OillsmauphsmﬁtmdicekpomlequellamatriceM,,newmportequedgl;ondltalorsquelle%t

totalement remplie. Dans 'exemple précédent, ce premier indice vaut 4.
Onnote g=1—pet m=n?

IV.B.2) Donner Ia loi de N;, puis Ia loi conditionnelle de N, sachant (N, = 4) pour § dans un ensemble
préciser. N; et N, sont-elles indépendamntes ?
IV.B.3) Soient i et j dans {1,...,n}. Le plus petit entier k> 1 tel que le coefficient. ligne #, colonne j de M,
vautlestnotéT,-J(dansl‘exempleci—dessus:Tu=1et1‘i,2=3).DonnerIanideI;-J. :
IV.B4) Pourunenﬁak;hdomm-hva]eurde?(Ti,j;k) :
* IV.B.5). Soient 7 > 1 un entier et S, = N, + -+ N,. Que représente S, ? Donner sa loi (on pourra utiliser la
question précédente). v ‘ '
IV.B.6) OnmteNlephrspeﬁt,imiieekpomleqnellamatﬁceMkesttotalementremp]ie.
a) Proposerunedéndr&epomapmo&&_l’ap&anmdeNﬁl’aﬂed’meﬁnm]aﬁmhﬁmﬁqueuﬁMhs
fonctions précédentes. ) ~o o né\&q‘.zu et e ClAres TTemn :
b}Dmmuneapresimdehva]smmctedeeetteespétmﬁﬁsammta'vmﬁrqetm.




