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Exercice 1

Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.
; +oo \ — f(t
Pour tout ) réel, on pose I()\) = / —tf—()dt, lorsque cela existe.

1.

a

Dans cette question, et uniquement cette question, f est la fonction ¢ — cos ( e t2)’

L.1. En utilisant un développement asymptotique de f au voisinage de 400, donner un équi-
valent de A — f(t) lorsque ¢ tend vers I'infini.

1.2. En déduire ’ensemble des valeurs du réel \ pour lesquelles I()) existe.

1.3. Donner alors un équivalent de / i f—it)-dt lorsque z tend vers Dinfini.

On suppose qu'il existe A et p deux réels pour lesquels I (A) et I(u) existent. Prouver que I'on
a: = M.

Pour tout z réel, on pose Hj(z) = / z()\ — f(¢))dt.
3.1. Justifier que H) est de classe C! sur R et préciser Hj(z).

3.2. Démontrer que si H) est bornée sur R, alors I()\) existe et que I(\) = / i% H:Z(t)

a

dt.

Désormais on suppose que f est continue sur R et T-périodique (T > 0).

: +T
4.1. Démontrer que la fonction ¢ qui & tout réel z associe p(z) = /z f(t)dt est constante.

u T
Montrer alors que l’on a, pour tout réel z : Hy(z +T) — Hy(z) = AT — / f(t)dt.
0
4.2. Montrer qu’il existe une unique valeur A du réel A pour laquelle la suite (H)(a + nT)),.cx
est bornée.
4.3. Prouver que, dans ce cas, la fonction H) est périodique et bornée dans R.

4.4. Déterminer alors toutes les valeurs du réel A pour lesquelles I()) converge.

4.5. Dans le cas ou \g # 0, déterminer un équivalent de / 2 %t—)dt lorsque z tend vers 'infini.

7/2 | sin(nt /2 | sin(nt
Pour tout entier naturel » non nul, on pose A, = /0 lislil-:l(g—))ldt et B, = . %dt.

5.1. Prouver que A, existe. On admettra qu'’il en est de méme pour B,.

1
5.2. Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction ¢t — — —

1
t sin(t)

5.3. Démontrer que la suite (An, — Bp)nen- €st bornée.
5.4. On effectue dans B, le changement de variable u = nt.

i. Donner un équivalent de B, lorsque n tend vers I'infini. On pourra utiliser les résultats
établis & la question 4.
ii. En déduire un équivalent de A, lorsque n tend vers !'infini.

e
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=Xercice 2

Dans toyt Pexercice, n est un entier naturel non nul.

1 ’ . N . .
Soit ¢ Iapplication qui & tout polyndme P de R, [X] associe o(P) = / P(t) dt.
0

1. Démontrer que B = (1, X - 1,X(X ~1),...,X"(X — 1)) est une base de R,[X].
2. Généralités sur e

2.1. Démontrer que  est une forme linéaire sur R,[X].
2.2. Déterminer Im(¢p) et la dimension du noyau de ¢.  Montrer que R, [X ] =Imp® Kergp

3. On considére alors Papplication 9 qui & tout polynome P de R,[X ] associe le polynéme Q tel que :

VeeR, Q@)= [ Pt
0

3.1. Justifier que Papplication 3 est linéaire.
3.2. Démontrer que Im(1) = Vect(X, X2, ... ; XY,
3.3. Démontrer que : P € Ker(p) & Y(P) € Vect(X(X —1),...,X™(X —1)).
3.4. Donner alors une base de Ker(yp).
4. On note # = L(R,[X],R).
4.1. Donner la dimension de #.
4.2. Pour k € [|0, ], soit 4. la forme linéaire sur R,,[X] qui & tout polynéme P de Ry [X] associe #2
Démontrer que la famille (3, - .., ;) est une base de .
4.3. Déterminer les composantes de ¢ dans cette base.




