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PC* Devoir Maison N° 5

On travaille dans C®, qui est I'espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C; on notera
aussi C°(R) (resp. C?(R), C*(R)) le sous-espace vectoriel des fonctions continues (resp. de classes
CP, C*) a valeurs complexes. Pour toute fonction f € CR et tout réel z, on pose

n o i
fl@) = e ™f(t)dt,  lorsque cette quantité a un sens.
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Quand elle est déﬁme, La fonctlon fs appelle la transformée de FOURIER de f.

1. ETUDE D’UN EXEMPLE
1. Soient z et a deux réels strictement positifs.
(a) Justifier 'intégrabilité de la fonction ¢ — 1=¢— 1“ sur l'intervalle ]0, o].
(b) Montrer que la fonction ¢ — T est mtégrable sur l'intervalle [z, +oo|.
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2. Dans la suite, ¢ désigne la fonction définie sur R, par (z) =/ eT dt.
4

(2) Montrer que, pour tout réel strictement positif 7, 0 < y(z) < £=.
(b) Justifier que  est dérivable sur R?, et donner I'expression de ¢'.
(c) Montrer que, lorsque z tend vers 0%, (z) + In z tend vers

(on pourra exprimer In z sous forme d’une intégrale.)
(d) Montrer que, pour tout z > 0,

T1l—et
<p(:c)+1n:v=6'+/o 7 dt, etendédlli;g_que

= (-1 >'=-1 =
K

p(x)+Inz=C+ Z
3. Soit Yla fonchon définie sur R* par

¥@) = o(lz).

(a) Montrer que ¢ est intégrable sur les deux intervalles | — oo, 0] et |0, +o0].
(b) ]ustlﬁerque,pourtoutzek zp(a:)aunsensetque

s -+oo
¥ = [ ot cos(at) .
(©) Montrerquef[estdeclassec'“surRetexprimersesdérivéessuccessivssousforme

d’intégrales.

(d) Montrer que, pour tout réel non nul z, b =l/+°°e__t- SR
que, po nulz,ona ¢(:L') z Jy n sm(zt)dt, et calculer (0).

4. (a) Montrer que la fonction & : zr—»f —sm(zt)dtestdénvablesur]o +o0 et calculer

Q’(z),pomtoutz>0,pmsl’e§pnmersanstﬁ'liser1esignemtégrale.
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(b) En déduire soigneusement que pour tout réel non nul z, P(a) = =

II. QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable

(a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R ; montrer que pour tout
réel z, f(z) est bien définie et que la fonction f est bornée.

(b) Sien plus f est continue, montrer que f est aussi continue.
2. Transformations

(a) Montrer que l'application F' : ¢ — @, définie sur l'espace vectoriel des fonctions
complexes continues par morceaux et intégrables sur R, A valeur dans C®, est linéaire.

Dans la suite de cette question, f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.

(b) Vérifier que pour tout réel g, les fonctions f, : ¢t — f(t —a)et,f : t+— f(at) possédent
des transformées de Fourier et montrer que

VZeR, ful@)=e"f(z) ot Lf(z)= 'al| &) @#0).

(c) Exprimer de méme la transformée de Fourier de l'application t — f(t)ei en fonction de
cellede f.

(d) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformeé de Fourier sous
forme d’une intégrale sur [0, +oo|.

(e) Que peut-on alors dire de la tarnsformée de Fourier d’une fonction réelle et paire (resp.
.impaire). '
3. Dérivation
On considére un élément f de C!(R) ; on suppose que f et ' sont intégrables sur R .
(a) Montrer que f tend vers 0 en +oc.

(b) Montrer alors que | : ;
VeeR, f(z)=izf(z),

P“J-Sendéduueque.ftendvemOen:i:oo

(c) On suppose de plus que I'application g : ¢ s ££(¢) est i . )
eStdedasseclsurRetquepp g:t— f()&ﬁt#ltégrablesmk,monhmquef
Vz eR, (f) () = —ig(z).

III. UNE FORMULE D’INVERSION

A-Un autre exemple
Dans cette section, h désigne la fonction ¢ — e~** ,onadmetque h(t)dt V.

1. Veérifier que f est bien définie, dérivable sur R et qu'elle satisfait 'équation différentielle
V+3u=0. (1)

2. Résoudre I'équation différentielle (1) et donner I'expression de h.
3. Donner alors l'expression de la transformée de Fourier de la fonction ¢ — e £>0.




