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o La série Z fn est une série de fonctions continues et intégrables sur [0, + oc|
n20

puisque a, > 0 pour tout n.
o La série numérique Y fn(0) diverge, et pour z > 0 la série Z fn(z) converge
n20 n>0
es séries alternées). Notons

simplement sur ]0, +oo[ (d’apres le critére spécial pour |

+00
f(@) =3 fa(z) pour tout z > 0.

n=0
o Montrons que f est continue sur ]0, +oo[. Pour n € Nona:

et sup |falz)| =>4, VA>DO.

sup |fn(z)| =1
2€]0,+o0( T€[A,+00[

Donc, on n’a pas en général convergence normale ni sur |0, +oo[ ni sur les intervalles
[A, +oo]. Soit Ry le reste d’ordre n de la série de fonctions, alors pour z > 0 on a

R,(z)| < 1 pour z > 0, ce qui ne donne pas la convergence
z>A>00na|R,(z) S eo+ihet

|Rafe)| € e+%, d'oll
uniforme sur |0, +oo[. Cependant, pour
D . o —— |}

su R,(z <
wE[A,Eoo[l ( )| n—+00

La série 3 fn est une série de fonctions continues sur ]0,+oo[ qui converge unifor-

n>0
mément sur tout intervalle de la forme [A, +oo| avec A > 0. Donc, f est continue
sur les intervalles de la forme [A, +00[ pour tout A >0, i. e. sur 10, +o0.

o Pour tout n € Nona:

400 1
[Tih@ld =

Z —1— converge. On ne peut donc pas appliquer

cependant, on ne sait pas si la série
n>0 n

le théoréme d’intégration terme & terme.

2.

(i) La suite de fonctions (Sp)n converge simplement vers S sur )0, +oo|. Les fonctions
S, et S sont continues pour tout . € N. D’aprés le critére spécial pour les séries
alternées, on a pour tout n € N et tout > 0 :

|Sn(z)| < e7F et x — e~%%  est intégrable sur |0, +0o.




L 32 ~ulve .

Par le théoréme de convergence dominée appliqué & la suite (S,), on a :

+00 . +00 n +00 +00 k
_ e -1
/0 S(t)dt n}ﬂ)m A Sn(z)dz = lim 30/ fi(z)dz = 5 (=1) _

(ii) Pour tout n € R, la fonction R, := S — Sn est continue sur ]0, +oo0[. Le critére
spécial permet de majorer |R,(z)| par | fa+1(2)], par suite :

[ Reras] < [ IR@ide < [ emnan - L

Oni1
Puisque "
o0 +o0 +o0
fs@e- [Ts@a = [TRwa
alors
: Foo +00
dm [ @ = [ s)d
c’est-a-dire : N
400 00 40 (__1\n
[, (Z(—l)"e"‘"”) dz = Z(—l). (1)
n=0 n=0 Qan

Exercice 6.33 drdb

Intégrale de Gauss. Intégrales de Fresnel
INTEGRALE DE GAUSS :

1. Montrer I’existence, sur R, de :

“+oo e_t(l"'xz)
0. = | T

2. Etudier la monotonie, la convexité et la limite en +o00 de M fonction f.
3. Montrer que f est continue sur [0, 400 et est de clasge’C! sur ]0, +oo|.

4. Donner une expression simple de f et en déduire J& valeur de I'intégrale de Gauss

I(a) = ol a>0.
INTEGRALES DE FRESNEY:
Montrer que
“+00 V2
sin(z?)dz = A cos(z®)dz = —

7
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