Lycée Clemenceau Nantes, PC*, année 2025-2026 pour le 16/09/25

PC* Devoir Maison N°1

Probleme 1 : Intégrales de Wallis et formule de Stirling

n
Rappels sur les séries : *On considére une suite (un )neN. On pose Sn = Zuk . On dit que la série ZLtn
k=0

1

converge si et seulement si la suite (Sn )neN converge. *La série z—aconverge pour & >1 ( série de
n

Riemann ) *Si la suite (un ) est réelle positive, que u#, ~V, et que la série Z\/n converge alors la série

z u, converge ( th de comparaison )

/2
Pour tout 7 € N , onpose [, = .[o cos” tdt

1) Déterminer une relation de récurrence entre [, ,, et I,

(2p)\7z

En déduire que Vp € N =— - J
q p 2p 22p+1 (p')z

2) Equivalent :

a) Montrer que la suite (n I, 1 )n>1 est constante .

b) Justifierque VneN [ >0
¢) Montrerque Vn=1 [, <I <I , ,endéduire quepour n—>+0 [ ~1 |

T
d) Démontrer que pour 7 —>+o0 , [ ~ [—

2n

/2
3) Application : pour x € R™, on pose [ (x) = Io cos™ tdt . Montrer que [ est décroissante sur R”

T
et montrer que f (x) ~ ’2— lorsque X —> +00
X

n

1
Dans la suite de I’exercice, onpose Vn>1 u =|n+—|lnn—n-— ln(n !) et V. =u _, —Uu
n 2 n n+l1

4) Déterminer un €quivalent de v, lorsque 7 — +00. En déduire que la série z V, converge puis que la

suite (un ) converge. On note S sa limite.

—n

nt—
5) Etablir I’existence d’une constante C > Otelle que n!~Cn ?e

6) En utilisant la question 2) d) , montrer la formule de Stirling: n!~n"e™”" \2nrx
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Probleme 2: Etude d’une fonction définie par une intégrale

)
2)
3)

4)

3)

On considére la fonction f définie par V¢ € Ri \{1} f(l‘) = g f(()) =0 et

Int
f{)=1
onpose 1= [ ()i : Flx)= j;@ o Gl)= s

Montrer que f est continue sur [0,+ oo[
Montrer que F' est définie sur ]0,-1— 00[ etque G est définie et dérivable sur [0,+ OO[
Etudier le signe de F' sur ]0 ,+ OO[ sans s’aider du tableau de variations .

Montrer que /' est dérivable sur ]0 ,+ oo[ et calculer sa dérivée .Etudier le signe de F'' et tracer le
tableau de variations de F' .( on ne cherchera pas les limites dans cette question ).
On cherche la limite de F' en 0

1 1

a) Montrerquepourxe](),l[ , Vte[xz,x] %£:S21
nx n nx

x dt

r . . . . x dt +
b) En déduire un encadrement de j , 1— pour X € ]0 ,1 [ puis la limite de I , 1— lorsque x — 0
“Int ~Int

1
¢) Calculer |  ——dt
“tint

d) En déduire que I se prolonge par continuité en 0 . Déterminer la pente de la tangente en x = 0.

6) Calcul de I : Montrer que Vx € ]0,+ OO[ G(x) =F (x) .En déduire la limite de G(x)
lorsque x — 0" et en déduire la valeur de 1 .

7) Ecrire le développement limité de f a ’ordre 1 en x =1 .En déduire un développement limité de

G en x =1 . Que peut on en déduire graphiquement pour la courbe de F' ?

8) On cherche la limite de F' en + o0

a) Pour x > 1, écrire un encadrement du méme type qu’a la question 5) a) .
b) En déduire un encadrement de F' pour x > 1
c) En déduire I’étude de la branche infinie de F' lorsque x —> +00

9) Tracer I’allure du graphe de F' . Ondonne In2 = (.7



