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I Polynémes et nombres de Bernoulli
Dans 1’espace R[X] des polyndmes & coefficients réels, on considére le R-espace vectoriel H défini par

H-{Pek[xl;[p(z)dz-o}

Daps tout le probléme, on confond les polyndmes et les fonctions polyndmes.
On pote D I'application linéaire de H dans R[X] qui & tout polyndme P € H associe son polyndme dérivé P’
VPeH, D(P)=P

On identifiera polyndme constant et nombre réel.

LA - .
LA1) Montrerque R[X]=H®R,[X]

IA.2) En déduire que D est surjectif.
LA.S) Montrer que D est un isomorphisme.

On note p =D, lisomorphisme réciproque. Ainsi, si A € R[X], le polynéme B tel que B = o(A est "unique
polynOme dans H tel que B’ = A. b w4

LA.4) Soit P € R[X]. On note Q la fonction définie par

VZER, Q(z)= lzP(t) dt+.[(t—1)P(t) dt

a) Montrer que Q € H.

b) Vérifier que Q = o(P).

IB - On considére la suite de polyndmes (Br)nen définie par B, =1 et par la relation de récurrence
VneN, B,, =p(B,)

Le polyndme : B, est le n-iéme polynme de Bernoulli. e
| * P “  Onadonc B, =B, et j': B, (t)dr=0
—1LB.1) Calculer B, et B,. = - : .
LB.2) Démontrer que pour tout entier n > 2, B,(0) = B, (1).
LC - Soit n € N, on définit le polynéme C, par

VzeR, C,(z)=(-1)"B,(1-=2)
LC.1) Pour toutn € N, exprimer C”,, & 'aide de C,.
LC.2) Montrer que pour tout n € N, C,,; = ¢(C,). .
LC.3) En déduire que pour tout n € N et tout z € R, B, (1—z) = (-1)B, ().
LC.4) Pour tout n € N°, montrer que les nombres B, ,, (0) et By, ,1(1) sont nuls.

11 — Application au caleul de gk’

/. . Soit p un entier naturel, on définit I'application A de R pulX]vers R , [X] par:
A(P)=P(X +1)-P(X).
a. Montrer que A est un endomorphisme de R ,,[X].




b. Montrer que Kera=R, [x]

9,..Endédlﬁmquepourtoutentiernamrelp,ilexisteunetunseulpolynémeQde R, [X] tel
X et ['owdr=0
que : A(Q)=; etLQ(t) =0.

2. Montrer que ce polynéme Q est en fait B,,,. (OIi—po&raﬁmcé&erparfécurrencesm p)

U » En déduire que pour tout entier p 21 et tout entier 531, gk’ 2!(B,4(2+D- B,,,(0) )

S« Calculer 3 ot 38

k=] k=1



