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DS 6 — Corrigé

Exercice 1 — Dérivation
1. Recherchons un prolongement par continuité en 0.
1
On sait que lim 2> = 0 et que cos — est borné, donc lim f(z) = 0.
z—0 x z—0
Par conséquent, f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

Etudions maintenant la dérivabilité de la fonction prolongée.

e Sur |—o00;0[ et |0;+oo[, f est dérivable comme produit et composée de fonctions dérivables,
et on a

1 1
Vz € R*, f'(z) = 32% cos — + zsin —
x x

e En 0, on calcule la limite du taux d’accroissement :
lim 1O+h) = f(0) = lim A2 cos 1 =0
h—0 h h—0 h

Donc f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

Finalement, ‘ f est dérivable sur R. ‘

2. Notons u: x — z2> +x et v:x — e, et écrivons la formule de Leibniz :
m _ N~ (7,0 b
n) _ " k v n—k

Oronau:z—z2+z, v :z—2zx+1,u" 2~ 2et u® est la fonction nulle dés que k > 3.
De plus, v(=%) = .
Il n’y a donc que trois termes non nuls dans la somme (ceux pour k = 0,1,2) et on a :

vz € R, g (z) = <g> (2 + 2)e” + (?) (22 + 1)e” + <Z> 2e®

Ve € R, g™ (z) = (22 4+ (2n + D)z + n?)e”

Exercice 2
1. Soit (s,t) € R%. On a

2 2
A(s)A(t) = <IdE +tu + t2u2> <IdE tsu+ 82“2>

Wy tsu+ S+ tut tsut ot 12 4 B8 (B
= su —Uu u su — U —Uu — U — U
P 2 2 ~~"2 2~ 4~

2
(s+1) 2
2

s+ 2st+12
E— U

:IdE+(S+t)u+ 5

=Idp+(s+t)u+

On trouve bien ‘A(s +1t) = A(s)A(?). ‘
2. Montrons la propriété par récurrence.
e Pour n = 0, on a bien A(0) = Idg = A(t)°.
e Soit n € N, supposons que A(nt) = A(t)".
Alors A((n+1)t) = A(nt +1t) = A(nt)A(t) = A(t)"A(t) = A(t)" ™, ce qui achéve la récurrence.
Donc |¥n € N,Vt € R, A(nt) = (A(t))".|
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3. Soit t € R. On remarque que A(t)A(—t) = A(—t)A(t) = A(0) = Idg.
Donc A(t) € GL(E) avec | A(t) ™' = A(—t).

4. Soient o, 8,7 € R tels que aIdg +SBu + yu? = 0.
En composant par «? il vient, puisque u® = 0 : cu? = 0, d’out I'on déduit a = 0.
En repartant de Bu + yu? = 0 et en composant par u, il vient fu? = 0, d’ou 5 = 0.
Il ne reste plus que yu? = 0, d’ot1 'on obtient v = 0.

On a démontré que v = 3 =~ = 0 et on en déduit que | (Idg ,u,u?) est libre.

5. Remarque : L’application A n’est pas une application linéaire, et on ne peut pas utiliser le noyau...

Soient s,t € R tels que A(s) = A(t).
2 2

t

On a Idg +su + %u2 = Idg +tu + §u2.

1 = 1
Par liberté de la famille (Idg ,u,u?), on obtient s =t ,doulerésultat : s =1t.
s2/2 = 12/2

On a bien |A: R — L(E),t — A(t) injective. ‘

Exercice 3 — Un espace de dimension 3n

1. D’apres le théoréme du rang appliqué a f, on a rg f = dim E — dim ker f.
~~

=2n =3n

On en déduit ‘dim ker f = n. ‘

2. [Img C Im f??|Soit = € Im g. Alors il existe y € Im f tel que z = g(y) = f(y). Comme y € Im f,

il existe aussi z € E tel que y = f(2). On a donc x = f?(2) donc z € Im f2.

Im f2CImg?| Soit € Im f2. Alors il existe y € E tel que = f2(y). Mais alors on a
f(y) €Im f et = g(f(y)), ce qui montre x € Im g.

‘ker g Cker fNIm f ?‘ Soit x € ker g. Alors = est dans I’ensemble de départ de g, donc x € Im f.
De plus, g(x) =0, donc f(x) =0, donc = € ker f.

‘ker fNImf Ckerg? ‘ Soit x € ker f NIm f. Alors x est dans 'ensemble de départ de g, on peut
calculer son image par g et on a g(x) = f(x) = 0. Donc z € ker g.

Finalement on a bien |Im g = Im f? et ker g = ker f NIm f.

3. En appliquant le théoreme du rang a g, on obtient rgg = dim E — dim ker g.
De plus, rg g = dimIm g = dimIm f? = rg f2.
Enfin, ker g C ker f donc dim ker g < dim ker f.
On en déduit rg f2 > dim E — dimker f, d’ou |rg f2 > n.
4. Soit x € Im f2. Alors il existe y € E avec z = f2(y). On a alors f(x) = f3(y) = 0, donc z € ker f.

On a démontré que |Im f2 C ker f |, et on en déduit dimIm f? < dimker f, soit rg f2 < n.

Comme on a déja obtenu rg f2 > n, on aboutit & [rg f2 = n.

5. Par le théoréme du rang, rg f? = dim E — dim ker f2. Donc dim ker f2 = 2n.
—_—
—n =3n
Comme S est un supplémentaire de ker f2, sa dimension vaut dim E—dim ker f2. Donc

6. La famille F = (eq,ea,...,en, f(e1),f(e2),....f(en), f2(e1),f%(e2),...,f%(en)) contient 3n vec-
teurs. Comme dim ' = 3n, il suffit de montrer que F est libre pour en déduire qu’elle est une
base. Montrons donc sa liberté.
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Soient ay, . ..,0n, B1,---,0n, V1, - - - y¥n des scalaires tels que
n

D aiei+ > Biflei) + Y yif (ei) =0g
i=1 i=1

i=1

n n
Remarquons que Zﬁif(ei) + Z’yifQ(ei) € ker f2.
=1 =1
n 7 7
D’autre part, Zaiei es.
i=1
n n n
Comme S et ker 2 sont en somme directe, on a Z,Bzf(ez) + Z%]"Q(ei) =0 et Z o;e; = 0g.
i=1 i=1 i=1
De la derniere égalité et du fait que (e;)1<i<n est libre, on en déduit que les «; sont tous nuls.

n n
En appliquant f a la premiere égalité, on obtient Z Bif?(e;) = 0p, ou encore f2 (Z 51’61‘) =0g.
i=1 i=1

n n
Par conséquent, Zﬁiei € ker f2. mais on a aussi Zﬁiei € S. Comme ker f2N .S = {0g}, on en
o=l i=1
déduit que Z Bie; = 0 puis, par liberté de (e;)1<i<n, que les 5; sont tous nuls.
i=1
n n
Il ne reste plus que Z%]‘Q(ei) = 0p, ce qui nous permet d’écrire f? (Z 'yiei> = Og, d’ou
i=1 i=1

n n

Z’yiei € ker f2 NS, d’ou Z'yiei = 0p, et on conclut que les 7; sont tous nuls par liberté de la
i=1 i=1
famille (e;)1<i<n-

Finalement, on a bien démontré que F est libre, et on en déduit que \]—“ est une base. ‘

Exercice 4 — Crochet de Lie et projecteurs

1. Soient p € Pg et f € L(F) tels que [p,f] = Ap (A € K\ {0}). Alors po f — fop = Ap.
En composant & gauche et & droite par p, on obtient p? o fop — po f op? = Ap>. Comme p? = p,
il vient 0 = Ap. Comme X # 0, on a bien
2. Soient p € Pg et f € L(E).
Supposons que [p,f] = 0, c’est-a-dire que po f = fop.
Soit € Imp (donc p(x) = x). Alors f(z) = f(p(x)) = p(f(x)) € Imp.
Donc Im p est stable par f.
Soit = € kerp (donc p(z) = 0g). Alors p(f(x)) = f(p(x)) = f(0g) = 0 donc f(x) € ker p.
Donc ker p est stable par f.
Supposons que Im p et ker p soient stables par f.

Soit = € kerp. Alors [p,f](z) = p(w) — f(p(x)) = 0g, donc z € ker[p, f].

€kerp
Soit & € Tm p. Alors [p,f)(z) = p(f(z)) — F(p(x)) = F(x) — £(x) = Op, donc z € ker[p.f].
€lmp
On a donc ker[p,f] D kerp et ker[p,f] D Imp, par conséquent ker[p,f] D Imp @ kerp = FE et

Finalement, on a bien 1’équivalence ’ [p,f] = 0 ssi Imp et ker p sont stables par f. ‘

3. a) Procédons par récurrence sur k € N.
e Pour k =0,0na [f9g] =|Idg,g] = Idg og — g o Idg = 0, et Akf*¥ = 0. L’égalité est bien
vérifiée.
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e Soit k € N, supposons que [f¥,g] = \kf*. Alors on a :
(5 gl = fHl o g — go fh+1
On sait de plus que [f,g] = Af, donc que go f = fog— Af. Substituons :
[f gl = og—(fog—Af)o f*

[fFttgl = fFlog— fogo fF 4 AfFH
[fFthgl = fo(ffog—gofF)+ At
—_—

=[f.9]

(5109 = fo (Akf*) + AfFH

On aboutit bien a [f**! g] = A(k + 1) fF+1.

Ce qui acheve la récurrence et permet de conclure :

vk € N, [f*.g] = Ak f*.

b) Montrons la propriété par récurrence sur m.

e Pour m = 0, la famille (Idg) ne contient qu’un seul élément et il est non nul, donc elle

est libre.

e Soit m € N, supposons que (Idg,f,f2,...,f™) est libre.

Montrons que si f™*! #£ 0, alors (Idg,f,f2,...,f™ f™!) est libre également.

Soient ai1,02, ... ,0m,ma1 des scalaires tels que :

m—+1

Y oarff=0 (4)

k=0

Remarquons que l'application ¢ : &€ — &, u — [u,g] vérifie, pour tous u,v € L(E) et A € K|
o(Au+v) = [Autv,9] = (AMu+v)og—go(Au+v) = AMuog—gou)+vog—gov = Ap(u)+p(v),
elle est donc linéaire. Appliquons la a I’équation (A) :

m+1

k=0 k=0
On peut diviser par A non nul et obtenir :

m-+1

m—+1

m+1
lZakfk,g]:O = Zak[fk,g}:0 = Zak)\k:fk:()

k=0

> kapff=0 (B)

k=0

Pour éliminer le terme en f™*! écrivons la combinaison linéaire : m + 1 fois (A) moins

(B).
m—+1

k=0

Z((m—l—l)ak—kak)fk =0 = i(m+1—k)akfk:0
k=0

En utilisant la liberté de la famille (Idg ,f,f2,...,f™), on obtient (m + 1 — k)ay, = 0 pour

0< k< m,donc ap =0 pour 0 < k < m.

L’équation (A) se réduit alors & a1 f™! = 0 et, comme f™*! £ 0, on trouve ay,+1 = 0.

Tous les oy, sont nuls et la famille (Idg ,f,f2,...,f™,f™*!) est donc libre, ce qui conclut la

récurrence.

c¢) On sait d’aprés le cours que |dim £(E) = n?.

Supposons que f2" # 0. Alors, d’aprés la question précédente, la famille (Idg , f,f2, ... ,f%")
est une famille libre & 2n + 1 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2n.

C’est absurde. Donc 2" =0 et ‘ f est nilpotent.
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4.

a) Comme [p,gq] =0, onapoqg=gqop.

AlOI“S82:poqopoq:p20q2:poq:5.

Etr2=(p+q—poq)o(p+q—poq). On développe :

r?= p* +pog—p?og+qop+ ¢° —qopog—pogop—pogi+pogopogq
~— —— N ) e e e e ——
=p =poq =poq =q =poq =poq =poq =poq

On simplifie : 2 =p+qg—poqg=r.

b) ’kers C kerp+kerq ? ‘ Soit x € ker s. Alors s(x) = p(q(z)) = 0.

c)

d)

Le vecteur z s’écrit © = ¢(x) +x — g(x) donc x € ker p + kergq.
—~— N——

€kerp eker q

’kers Dkerp+kerq? ‘ Soit x € ker p + ker gq. Alors il existe deux vecteurs u et v tels que
x=u+v et plu) =q(v) =0g.

On a alors s(z) = s(u) + s(v) = q(p(v)) + p(¢(v)) = O donc x € ker s.

’Ims CImpnImg ?‘ Soit € Ims. Alors il existe y € E tel que x = s(y). Mais alors
z=p(q(y)) € Imp et x = q(p(y)) € Img.

’Ims DImpNnImgqg ?‘ Soit £ € Imp N Imgq. Comme p et q sont des projecteurs, on a

p(z) =z et q(x) = x. Donc x = p(q(x)) = s(x). Donc x € Im s.

Finalement, on a bien ’kers =kerp+kerqget Ims=ImpNImg. ‘

’kerererpﬂkerq ?‘Soitxekerr. Alors r(x) = p(x) + q(z) — p(q(x)) = 0p.

En composant par p on obtient p(z) + p(¢(x)) — p(q(x)) = p(x) = 0 donc z € kerp.

(z)
En composant par ¢ on obtient ¢(p(x)) + ¢(z) — q¢(p(x)) = ¢(x) = Op donc x € kerq.
’kerr Dkerpnkerq ? ‘ Soit = € kerp Nker q. Alors r(z) = p(x) + q(x) — p(q(z)) = 0g.

’Imr Clmp+Imgq? ‘ Soit « € Imr. Alors il existe y € E tel que = = r(y).

Mais alors z s’écrit © = p(y) — p(q(y)) + ¢(y). Donc z € Imp + Im q.
—_— =~

€lmp €lmgq

’Imr DImp+1Img 7‘ Soit € Imp + Imgq. Alors = s’écrit x = u + v avec p(u) = u et
q(v) = v.

On a r(u) = p(u) +¢(u) = g(p(v)) = u+q(u) = q(u) = u et r(v) = p(v) +q(v) = pla(v)) =
p(v) +v — p(v) =v. Donc r(z) =r(u) +r(v) =u+v =z, donc z € Imr.

Finalement, on a bien ’kerr =kerpNkerget Imr =Imp+ Img. ‘

e Montrons que < est réflexive.

Pour tout projecteur p, on a pop =pop = p, donc on a bien p K p.
e Montrons que < est transitive.

Soient p, q,r trois projecteurs tels que p < q et ¢ < 7.
Autrement dit, ona pog=gop=pet gor=roq=q.

Alors on a d’une part por = (pog)or =po(gor)=poq=np.
Et d’autre part rop=ro(qop)=(rogq)op=gqop=np.
Donc p < 7.

e Montrons que < est antisymétrique.

Supposons que p K g et ¢ K p. Alorspog=qop=pet gop=poq=gq. Donc p=gq.

On peut conclure : | < est une relation d’ordre.

Montrons d’abord que s est un minorant et r un majorant de la paire {p,q}.
eOnapos=sop=popog=poq=s, donc s K p. Par symétrie des roles de p et ¢ on
a aussi s < q.
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eOnapor=rop=p>+poqg—p?>oq=p,donc p < r. Par symétrie des roles de p et g
on a aussi q <K r.

Montrons ensuite que s est le plus grand des minorants, et r le plus petit des majorants.
e Soit f € Pg tel que f < p et f < ¢q. Montrons que f < s.
Ona fos=fo(poq)=(fop)og=foq=/.
De méme, so f = (poq)o f=po(qof)=pof=7f.
On a donc bien f < s. On peut conclure m
e Soit f € Pg tel que p < f et ¢ < f. Montrons que r < f.
Ona for=fo(p+tqg—poq)=fop—foq—fopog=p+q—pog=r.
De méme, ro f=(p+q—pog)of=pof+qof—pogof=p+qg—pog=r.
On a donc bien r < f. On peut conclure m
5. a) Onsait quepog—qop=Ap+ uq.
Composons & gauche ou a droite par q : { gopeq—qop=2XAgop+pq
pog—qopogq=2Apoq+ uq
Ajoutons les deux équations :
pog—gqop=Apog+gop)+2ug
=[p,q] =[p,q]+2qop
D’ott A\p + pg = AM(Ap + 1q + 2q o p) + 2ug, ou encore ‘ 22gop+ p(1+A)g= A1 —=N)p. ‘
b) Soit z € Imp. Alors p(x) = x et on obtient, a 'aide du résultat de la question précédente :
22q(p(z)) + p(L+ Na(z) = AL = Np(z) = 2Aq(x) + p(l + A)g(z) = A(1 = Az
= AX1-XNze€lmgq = z€clmg
—_
#0
Donc on a bien
Soit € E. Comme p(z) € Imp C Img, on a ¢(p(z)) = p(z). On a donc bien
c¢) Comme poq—qop= Ap+ pq, on déduit du résultat précédent que po g = (A+ 1)p + ugq.
En composant & droite par p, on a pogop = (A+ 1)p + up et donc p = (1 + X + p)p.
Comme p#0,onadonc 1+ A+ pu=1doupu=—A\
Revenons alors a pog = (A+ 1)p + ug, soit pog= (A+ 1)p — \q.
En composant par p & gauche,onapoqg=(A+1)p— Apogq, donc (1+ A)pog=(1+ A\)p.
Supposons que A # —1. On aurait alors po g =p, et de poqg = (A+ 1)p — A\g on déduit
p = @, ce qui est contraire aux hypotheses de ’énoncé. Donc
Alors, de u = —\, on déduit
L’égalité po g = (A + 1)p + ug devient p o ¢ = g, et il s’ensuit que Im ¢ C Im p.
On peut donc conclure
d) Soient p et ¢ sont deux projecteurs tels que Imp = Im q.
Remarquons que si z € E, alors p(x) € Imp C Im ¢ donc ¢(p(x)) = p(z), on en déduit que
qop=p.
En échangeant les roles de p et ¢, on obtient de la méme facon que po g = q.
Comme [p,q] =poq—qogq, on a bien|[p,q] =q—p.
6. a) On part de I’équation de la question 5a, et on fait la substitution gop =poq— Ap — pugq.

On obtient 2A(po g — Ap — uq) + (1 + X)g = A(1 — A)p.
Apres simplification : ’2)\p oq+ u(l—XNg=X1+Np. ‘
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b) Soit x € ker ¢ (donc ¢(z) = 0g).
En appliquant le résultat précédent, on a 2Ap(q(z)) + pu(1 — N)g(xz) = A(1 + X)p(z), donc
A1+ N)p(z) = 0g. Comme X ne vaut ni 0 ni —1, on obtient p(x) = 0g et x € kerp.

D’ou le résultat : | ker g C ker p.

Soit x € E. Alors ¢(q(z) —x) = 0, donc g(z) — x € ker ¢. Comme ker ¢ C ker p, on a aussi
q(x) — x € ker p, donc p(q(z) — x) = 0p. Ce qui donne p(q(x)) = p(x).

On & done [p54 =7

L’égalité [p,q] = A\p + pg, ou po g —qop = Ap+ pug, s’écrit alors p — gop = Ap + ug. En
composant par p a gauche, on obtient p—poqop = A\p+ upogq, ce qui donne p—p = Ap+ up
en réutilisant pog = p. On obtient donc (A4 p)p = 0 et, comme p # 0, on a bien |\ + u = 0.

Repartons de p — qop = Ap + ug = Ap — \q, c’est-a-dire gop = (1 — A\)p + Ag. Si 'on
compose par p & droite, on obtient gop = (1 — A\)p+ Agop, donc (1 —A)gop = (1 — N)p.
Si A était différent de 1, on aurait alors gop = p. De p — g o p = Ap — Aq on aboutirait
alors a 0 = Ap — Aq donc p = ¢, ce qui est absurde.

Done

L’égalité g op = (1 — A\)p + Aq se réécrit maintenant g o p = q. Alors, pour x € kerp, on a

q(xz) = 0g. Donc |kerp C kerg.
¢) Soient p et ¢ sont deux projecteurs tels que ker p = ker q.

Pour z € E, on a p(x) —x € ker p donc p(z) — z € ker g, donc q(p(z)) = ¢(x). On en déduit
que g o p = q. De méme, en échangeant les roles de p et ¢, on trouve po g = p.

Alors, comme [p,q] = po q— qop, on obtient bien |[p,q] = p — q.

Exercice 5 — Familles positivement génératrices

1.

Supposons que F soit positivement génératrice. Alors par définition elle est génératrice et il
p

existe A1,A2,...,A, € RY tels que 0 = Z Arer, ce qui montre 'implication.
k=1
Supposons que F soit génératrice.

P
Supposons de plus l'existence de aq,aq,...,0p, € RY tels que Z ager, =0 (A).
k=1
Montrons que F est positivement génératrice.
P
Soit z € E. Comme F est génératrice, x s’écrit x = Z Arer  (B), ou les A sont des réels.
k=1

Posons M = 1+ max —— et écrivons la combinaison linéaire : M fois I’équation (A), plus

1<i<p oy
I’équation (B). On obtient :

p
T = Z()\k + Mak)ek
k=1

)\ )\
Dans cette équation, A\ + Mag > A, + (max l) X Qg = A\ + 2k ap = 0, ce qui montre
1<i<p (0%

que z est combinaison linéaire & coefficients strictement positifs des (e;) et donc que la famille F
est positivement génératrice.

. La famille F est génératrice a p vecteurs dans un espace de dimension n, donc on a p > n.

Si p était égal a n, alors F serait une base, et en particulier serait libre. C’est absurde puisque le

résultat de la question précédente montre qu’elle est liée. Donc
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3.

4.

a) 1l s’agit du théoréme de la base extraite : de la famille génératrice F on peut extraire une
sous-famille (e;);er qui est une base (et qui a dim E = n éléments).

b) Le cardinal de J vaut p —n, or p—n = n + 1. Donc la famille (e;);cs, qui a strictement
plus de n éléments dans un espace de dimension n, est liée.

¢) La famille (e;);je est liée, on peut donc écrire une relation

Zajej =0

JjeJ
ot les ar; sont des réels quelconques.
D’autre part, F est positivement génératrice donc, d’apres la premiere question, ses vecteurs

vérifient une relation linéaire a coefficients strictement positifs qu’on peut écrire, en séparant
les termes d’indices ¢ € I et ceux d’indice j € J :

Zﬂiei + Z’yjej =0

i€l jeJ
ou les 3;, v; sont des réels strictement positifs.

Prenons un réel A (qu’'on précisera plus loin) et écrivons une combinaison linéaire de ces
deux équations :

Zﬁiei + Z(/\Oéj + ’yj)ej =0
iel jeJ
En choisissant A = max _—%, tous les coefficients Aa; +y; sont positifs ou nuls, et au moins
Jje Ozj
I'un d’entre eux est nul.
Notons alors K = {j € J | Aa;j +7; # 0}. Alors K est bien une partie stricte de J.
De plus, (e;)icrux est une surfamille de la base (e;);cs, donc est génératrice.
Enfin, (e;)icrux est liée par la relation Zﬁiei + Z()\aj + vj)e; = 0, a coefficients
i€l jEK
strictement positifs.
D’apres la question 1, (e;);crux est une famille positivement génératrice.

On procede par récurrence forte sur le nombre p de vecteur d’une famille positivement génératrice :
e Pour p = 2n + 1 : De toute famille positivement génératrice a p vecteurs on peut extraire une
sous famille positivement génératrice avec au plus 2n vecteurs : c’est le résultat de la question
précédente.

e Soit p > 2n + 1, supposons que de toute famille positivement génératrice a ¢ vecteurs (avec
g < p) on puisse extraire une sous famille positivement génératrice avec au plus 2n vecteurs.
Soit F une famille positivement génératrice a p vecteurs. D’apres la question précédente, on peut
extraire de F une famille positivement génératrice a g < p vecteurs et, d’apres ’hypothese de
récurrence, on peut a nouveau en extraire une famille positivement génératrice avec au plus 2n
vecteurs.

Ce qui démontre le résultat.
Soit (ey,ea,...,e,) une base de E, et F = (e1,€2,...,6n, — €1, — €2,..., — €p).
Montrons que la famille F répond a la question.

n n
Elle contient 2n vecteurs. Etant génératrice et vérifiant la relation Z er + Z —e = 0, elle est
k=1 k=1
positivement génératrice.
Si on enléve un vecteur a F, par exemple eq, alors e; n’est plus positivement engendré par la

famille résultante.




