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DM 14 — Corrigé

Partie A — Polynémes de Tchebychev

1. To(X) =2X2% —1et T3(X) = 4X3 - 3X.

2. Montrons par récurrence sur m que 1), est un polynoéme de degré m , de coefficient dominant
2m=1 gi m > 1 et vérifiant de plus T}, (—X) = (—1)"T,,(X) (ce qui entraine que T}, a la parité
de m). C’est vérifié pour m = 1 et m = 2. Supposons la propriété vraie pour m — 1 et m. De
Tin+1(X) =2XT,(X) — Tp—1(X) on déduit, puisque deg(T,—1) =m —1 <m+1 = deg(XTy,),
que Tp,4+1 est de degré m + 1 et que son coefficient dominant est 2™. De plus, T),4+1(—X) =
—2XTp(—X) — Tro1(—=X) = (=1)™ T, 1(X). La propriété est vraie au rang m + 1, elle est
donc vraie pour tout m.

3. Base échelonnée en degrés.

4. On montre par récurrence sur n que T),(cosx) = cos(nx). Cest vérifié pour n = 0 et n = 1.
Supposons la propriété vraie pour n — 1 et n. De cos(nz + x) + cos(nz — x) = 2 cos(nz) cos(z)
on déduit cos(nz + x) = 2cos(x)T),(cosz) — T—1(cosx) d’ou cos(nx + z) = Tp4+1(cosx). La
propriété est vraie pour n + 1, elle est donc vraie pour tout n. La propriété T,,(ch z) = ch(nx) se
démontre de la méme facon en remplacant cos par ch.

5. Si Ju| < 11l existe z tel que u = cos(z) donc |T,,(u)| = |T,(cosz)| = | cos(nz)| < 1.
6. Siu > 11l existe z > 0 tel que u = ch(z) donc |T,(u)| = |Tn(ch(z))| = ch(nz) > 1 puisque
nx > 0.

7+k7r(:)w—2]§+17rave00 k < n—1 pour que

7. Tyh(cos(z)) = 0 & cos(nz) = 0 & nx = 3
pour 0 < k < n — 1 sont des racines de T;, dans [—1;1] et sont

€ [0,7]. Donc les cos(Ztlr)

distincts.

8. T, est de degré n donc n’a pas d’autre racine que les n trouvées a la question précédente. On en
déduit aussi que ces n racines sont simples et que T;, est scindé.

Tn:2”_1:1;[:<X—cos(2k2+l ))-2” 1H< —cos<2k2; )>_2" 1H — cos (zy,)).

Partie B — Un produit scalaire sur R[X]

1. L’application qui a (P,Q) associe < P,Q >= / P(cosx)Q(cosx) dx est immédiatement une
0
s
forme bilinéaire symétrique. Elle est positive car < P,P >= / (P(cosz))?dz > 0. Elle est définie
0

™

puisque < P,P >= / (P(cosz))*da = 0 entraine par continuité de P et cos que P(cosz) = 0
0

sur [0,7]; P a une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul.

2. On peut écrire puisque p # q et p # —q :

™ s
<T,T,>= | Tp(cosx)Ty(cosz)dx = / cos(pz) cos(qx) dx
0 0

= 1/5 cos((p + q)x) + cos((p — q)x) dz =

2

{sm (p+q)x + sin((p — q):c)}7r _0
p+4q pb—q 0
k <

1

2

3. T, est orthogonal a tous les polyndémes T}, pour 0 <
il est donc orthogonal a ce sous-espace.

n — 1 qui forment une base de R,,_1[X],

4. <Ty Iy >=metpourn >1:

& 1 /7 1 [sin(2 T
< T, T, >= / (cos(nz))? dz = f/ (cos(2nz) +1)dx = = {sm(nm) + x] T
0 2 0 2 2n 0 2
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5. Pourn >1,T, =2"1X" + Q avec deg(Q) < n — 1; Q est donc orthogonal & T;, et par suite
< Tp,Tp >=< T,2" X" > d’ou < T}, X" >=
n =0 car < Tp,1 >=m.

m
o1 nln >= o0 C’est vrai aussi pour

6. La base (T),)nen est orthogonale puisque < T}, >= 0 si p # q.

1 2
Une base orthonormale peut étre obtenue en normant les T}, : on pose Uy = —=Tpet U, = y/— T},
T

N3
pour n > 1, la famille (Uy,)nen est une BON de R[X].
7. On obtient (Uy,...,U,).

Partie C — Calcul exact d’une intégrale

n

1. 00:21:71.

k=1
n
. ] el . 1)J .
2. Z(ewﬁ)k = e”ﬁﬁ = eVn n —(e E) puisque €Y= £ O pour 1 < j<n—1.
n n - .
y . P 1 (—1)) 1— (1)
3. c; est la partie réelle de Ze”” = e Yo Ze”kﬁ = Yo ( ,2 = ..ﬁ( )..,r =
k=1 k=1 1—e"n “WUan — eYan
1—(=1
———— qui est imaginaire pur, donc ¢; = 0.
—2¢sin 1%

n
4. I(Ty) <Tp,T0>—7rsip:06t0sip>0

ZT cos(zy)) ZCOS pIE) —cp d’ou Sp(Tp) =7msip=0et 0si0 <p < n—1.

On a donc pour tout p € {0,. ,n 1} I(T,) = Sp(Tp).

5. I et S, sont clairement des formes linéaires sur R,,_1[X]; comme elles coincident sur la base
(To,11,...,T,—1), elles sont égales.

6. SiQ #0,deg(QT),) > n alors que deg(R) < n— 1; par suite, deg(QT,,) = deg(P) < 2n —1 donc
deg(Q) <n—1.

7. I(P)=1(QT,) + I(R) =< Q,T,, > +I(R) =0+ I(R) = I(R) car T,, est orthogonal a Q.

8. I(Ty,) =< Tgn,TO >=0carn > 1.
Sn(Top) = ZTgn cos(zy)) ZCOS 2nxy) = Z( 1) =—m.

"= "=
On en déduit que I(P) = S,(P) n est pas vérifié pour un polynoéme de degré 2n.

Partie D — Une méthode de quadrature pour le calcul d’une intégrale

1. On reconnait une somme de Riemann.

On considére a =0, b = 7 et la fonction f o cos qui est continue sur [0,7].

Avec p =net ¢ = 2k“w € [ kzlﬂ'] on obtient par le théoreme des sommes de Riemann :
s

n'l_iﬂraooSn(f) :/0 f(cost)dt = I(f).

2. f(t)=In((a—t)2+1—1t?) avec (a—t)2>0et 1—t> >0 pourt €] —1,1[;pourt =1, (a—1)* >0
et pour t = —1, (a+1)? > 0. f est donc définie sur [—1,1] et continue par continuité de In.

3. 22 = —1 & 2= Vs = 5 avec 1 < k < 2n. Puisque 2, = e~ Dign = o((4n=2k+1)igh _
Zon—k+1 on déduit z; = 29y, , ..., Zn = 2p4+1 donc les racines (2n)émeS de -1 sont : e, 2 .,
eitn eTim pTiw2 | eTin,

n

4o X241 = T (X = e™)(X = e7m)).

k=1
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5. (X —e®r)(X —e @) = X2 —2cos(x) X +1 est un polynome irréductible sur R[X] car ses racines
ek et e~k ne sont pas réelles puisque xy ¢ 7Z. On obtient bien la factorisation proposée.

6. Sp(f) =~ f) In(a® — 2acos(zy) + 1) = — In ﬁ(a2 —2acos(zx) +1) = = In(a®" + 1),

n i3 (L e "
. . 2n __ 9 AN — i —
7. SlaE]O,l[,ngrfooa —OdouI(f)—ngI}rlOOSn(f)—Q

Sia>1,8,(f) = %ln(a%(l—l—a%ﬂ)) = 27Tlna+%ln(1+a%). Onendéduit I(f) = lim S,(f) =

n——+00
2rIna.
8. Sia€]0,1], Sp(f) — I(f) = Sn(f) ~ T g2n puisque In(1 + z) ~ x au voisinage de 0.
n
T

Sia>1,Sn(f)—I(f):%In(qua%)N

na2n )




