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DM9 — Corrigé

Exercice 1 — Dénombrement des dérangements

1. a. e La seule permutation qui n’a que des points fixes est 'identité, donc F(N,N) = 1.
e Une permutation ne peut pas avoir exactement N — 1 points fixes : si on a N — 1 points
fixes alors le N-iéme point est aussi un point fixe. Donc F(N,N — 1) = 0.

N
b. Z F(N,k) est le nombre total de permutations de N éléments, donc N'.

k=0
2. a. On peut donner les dérangements o : [1;3] — [1; 3] par leur tableau de valeurs, il n’y en a
que deux :
k |1|12]3 kK |112]3
olk)[2]3]1 ck) [3]1]2

Comme il n’y a pas de dérangement de {1} et comme il n’y a qu'un dérangement de {1,2}
(la permutation qui échange 1 et 2), on a w; =0, wy =1 et w3 = 2.

b. Choisir une permutation a k points fixes, c’est
n
— Choisir les k points fixes : < k:) possibilités.
— Choisir une permutation sans point fixe des N — k points restant : wy_j possibilités.

D’ou F(N,k) = (Z) WN—k-

N
N
c. On substitue le résultat précédent dans ’égalité de la question 1b : Z ( )w Nk = N

k= 0 k
N N! 1
Puis on remplace ( k:) par m et on divise tout par N!: on a kz:o (;;N Z) =1.

d. On raisonne par récurrence forte.
0

oPourN—Oonablen— Z

kl

e Soit N € N supposons la formule Verlﬁee pour tous les k < N.

N
1 1 _
Onpartdeg Lk'zletonisoleletermeenkzo:w—Nzl—E - YNk

k' (N —k)! N! = k! (N — k)
N 4, N—k
1 —1)p
On utilise 'hypothése de récurrence : ON - z — (=1)
N! k! p!
k=1 p=0
Wy N N—k (—1)
On entre le facteur 1/k! dans la somme : — =1 — Z .
N! k!p!
k=1 p=0
N N k
On effectue le changement d’indice g =p + k : ON g Z Z (-1)
1=PTE N & & kg — h)!
L WN (—1)7*k
On écrit une somme double : — =1 — Z —_—
N! 1 5h%q kl(q — k)!
WN N (*1 q—k
On redécompose en échangeant les indices : N 1-— Z Z Flg — )

N q
. . . . WN (—1)¢ q k
On fait t fficient du b Py =1 —1"
11 Talt apparaltre un coericlen u binome ' Z k ( )
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al (_1)q q
On reconnait une formule du binéme : F =1- zjl 4 (—1+1)7—-1).
q:
N )a
Soit, apres simplification : = Z
WN _ o (=1)1
Il ne reste plus qu’a faire rentrer le premier terme et on a gagné : N Z e
! — g
q=0
N k
(1)
e. OnauN:];) EE
-1 2n+2 -1 2n+1 1 1
e D’une part, usnta — U2y = (=1) (=1) = < 0 donc la

(2n + 2)! * @n+1)!  (2n+2)! (2n+1)!
suite (ugy) est décroissante.
_1)2n+3 (_1)2n+2 1 1

= - >0d
@n+3)  (@n+2)l  @nt2)!  (2n+3) one

e D’autre part, uo,+3 — Uon+1 =

la suite (ug,41) est croissante.
-1
e Enfin, u —Ugpy = ———— — 0.
; W2n+1 2n (2n+1)'
Donc (ugy,) et (u2,+1) sont adjacentes et elles convergent vers une méme limite ¢. Donc

(uy) converge aussi vers £.

Remarque : 1l sera possible de montrer plus tard dans 'année que la limite de (uy,) vaut
en fait 1/e &~ 0,37. Pour n assez grand il y a & peu pres 37% de chances qu’aucune des n
personnes participant a un noél canadien ne tire son propre nom!

Exercice 2 — Un critere de convergence

1.

3.

{41 f+1
Comme Yntl g et comme £ < i, on a ! i APCR.
Up, 2 Up, 2

Mais comme < 1, alors (uy,) est décroissante APCR. Comme elle est de plus minorée par 0,
elle converge vers une limite finie a € R par le théoréme de convergence monotone.

1 .
convergeralt vers

Montrons que a = 0 en raisonnant par I’absurde. Si a était non nul, alors

Un
a , .
— =1, ce qui contredirait £ < 1.
a
Finalement on a bien u,, — 0.
{41 {41
A la manicre de la question précédente, on a ¢ > % ot Zntl ¢, donc Untl % APCR.
Up, Up

Comme > 1, on en déduit que (u,) est croissante APCR.

Par conséquent (u,) converge vers une limite a (finie ou infinie selon si (u,) est ou non majorée).

Comme (uy,) est croissante, on a a > ug et donc a > 0. Montrons que a = +00 en raisonnant par

. . Un+1 . a . ..
I'absurde. Si on avait a € R, alors ——— convergerait vers — = 1, ce qui contredirait £ > 1.
a

n
Finalement on a bien u, — +oc.

a) e La suite de terme général u,, = n convient comme premier exemple.

e Comme deuxieme exemple on peut prendre u, = —.
n

e Comme troisieéme exemple on peut prendre tout simplement wu,, = 2.

Up+1 .
b) e Montrons d’abord que —— tend vers 1. Pour cela nous allons former 1’expression
un
Un+1

Un

-1
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d)

Untl 4 Unt1 = U _ cos(my/n+1) — cos(my/n)
U, Up, Un,

Or, cos(mv/n +1)—cos(my/n’) = —2sin (;r (\/er \/F)) sin (;T (W— ﬁ))

En majorant, ’COS(?T\/TL +1) - cos(w\/ﬁ)’ <2

s (5 (Vs T - vir))

. 1 .
Mais vn + _\/_‘_\/n—‘—l—l——l-\/ﬁ‘njooo’ doncsm( (\/ﬂ—i- —\/_‘)> —> 0 et
cos(my/n+ 1) — cos(my/n’) tend vers 0 par théoréme d’encadrement.

1 1 U
De plus, le facteur — est bornée par - et 1, donc "+1 _ 1 tend bien vers 0.
U, 3 Unp,
U
On a bien montré —+1 — 1.

Un, n—-+oo
e Pour montrer que (u,) n’a pas de limite, on peut extraire de cette suite deux sous-suites
qui ont des limites distinctes :

Ugp2 = 2+ cos(2mn) = 3n_>—+>oo3

U(gpi1)2 = 2+ cos(2mn + ) =1 ST 1

n
On a w, = Z (Inugs1 — Inug) = Inwuyq — Inug par télescopage.
k=0

Un+1 Un+1 a
vp=In {1+ (2 1 ~ ot o2
Up, n—+00 Uy n—4+oo n

a
Comme nv, — a (d’apres la question précédente), alors nv, > 3 APCR.

a
On a donc bien v, > o a partir d’un certain rang N € N.
n

Mais alors, pour n > N, on a

n N-1 n
= Z Vg = Vg + Z Vk
k=0 k=0 k=N
N-1 n a N-1 a
Wn ka—FZ* +*(Hn—HN_1)
= 2%k £ 2
=0 k=0
N-1 a a
Wp =2 Z'Uk_EHN—l‘i‘ 5 Hn
k=0 ~—~
B

Mais alors, comme H,, — 400, on en déduit que w, — +o0.
D’apres la question 4a il s’ensuit que Inuy, 1 — +o0 et donc que u, — +o0.

a

On montre successivement que v, < o APCR, puis qu’il existe deux constantes v € R*
n

et 0 € R telles que w, < vH, + 9 APCR.

Mais alors w, — —oo et donc Inuy,+1 — —o0 et on en déduit que u, — 0.
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2 2n)!
5. Posons u,, = " 47" = (2n) et formons le produit Un+1_
n nl2 4n Up,
Upy1  (2n+2)! n!? 4n

Up, (n+1)124n+1 % (2n)!
Upy1  (2n+2)(2n +1)

Un, 4(n+1)2

Unp+1 B (2n + 1)

up  2(n+1)
2 1 -1 -1
Maisalorsun+1—1:(n+ )— = ~ —.
Up, 2(n+1) 2(n+ 1) n=+o0 2n

On en déduit que

Upt1 :1_i+ o (1)
Unp 2n  n—too \ N

2n
D’apres la résultat de la question 4, on obtient ( )4_” — 0.
n

n——+o0o




