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DM11 — Corrigé

Exercice 1

1. Soient A € R et (a,b,c,d), (a/,b/,c’,d') € R*. Alors

f()\(a,b,c,d) + (a’,b’,c’,d’)) = f (()\a +a Ao+ U, e+ d+ d’))

= Aa+d+X+V, a+d —XNo—b o+ + ) d+d)
= Ma+ba—db+d) +(d+V,d —d,V+d)

Af((a,b,c,d)) + f((a’,b’,c’,d’))

Donc f est linéaire.

2. On explicite les éléments de ker f.
Soit & = (a,b,c,d) € R%. Alors x € ker f si et seulement si a, b, c et d sont solution du systéme :

a + b = 0
C . b=—a
a —d =0 qui équivaut a { d—a
b + d = 0 N

Donc ker f contient exactement les vecteurs de la forme (a, — a,c,a) ou a et ¢ sont des réels
quelconques. Comme (a, — a,c,a) = a(1l, — 1,0,1) + ¢(0,0,1,0), les vecteurs (1, — 1,0,1) et (0,0,1,0)
forment une famille génératrice de ker f. On en déduit que ker f est un plan vectoriel vérifiant

ker f = Vect ((1, — 1,0,1),(0,0,1,0)).

3. Les éléments de Im f sont exactement les vecteurs de la forme (a + b,a — d,b + d) ou a, b et
d parcourent R. Comme (a + b,a — d,b+ d) = a(1,1,0) + b(1,0,1) + d(0, — 1,1), on en déduit

Im f = Vect ((1,1,0),(1,0,1),(0, - 1,1)).

De plus, le troisieme vecteur est combinaison linéaire des deux autres : (0,—1,1) = (1,0,1) —(1,1,0).

On a donc Im f = Vect ((1,1,0),(1,0,1)).

4. e Montrons d’abord que F Nker f = {0}.
Soit x € F Nker f. Comme = € F, x s’écrit Ae; + pea = (A,1,0,0), ou A, u sont deux réels.
Comme z € ker f, on a f(x) =0 et donc (A + p, A, u) = (0,0,0).
On en déduit A = p =0, d’ott = Ogs et donc F' Nker f C {0}. Comme F Nker f est un sev, on
a l'inclusion réciproque, donc F' et ker f sont en somme directe.

e Montrons maintenant que F @ ker f = FE. On a déja 'inclusion C, il nous suffit de montrer
I’inclusion réciproque D.
Soit x € E. Alors x s’écrit x = (a,b,c,d) et on peut remarquer que

z=(a—d) (1,0,0,0> + (b+d) <0,1,0,0> + c<0,0,1,0> + d<1, - 1,0,1)

avec (a — d) <1,0,0,0) + (b+4d) (0,1,0,0) € F et 0(0,0,1,0) + d(l, — 1,0,1) € ker f

On en déduit que x € F @ ker f.
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Ce qui achéve la démonstration : on a bien F' @ ker f = E (F et ker f sont supplémentaires).

On peut utiliser I’égalité précédente pour écrire la décomposition de (1,2,3,4) sur F @ ker f :

(1,2,3,4) = (—3,6,0,0) + (4, — 4,3,4)

eFr €ker f

5. (On peut y aller un peu au hasard...)
Posons u = (1,0,0) et montrons que Vect(u) @ Im f = R3.

e Soit x € Vect(u) N Im f. Alors z est de la forme x = Au avec A € R. De plus, comme
Im f = Vect ((1,1,0),(1,0,1)), on a aussi x = p(1,1,0) + v(1,0,1).
De A(1,0,0) = p(1,1,0) + v(1,0,1) on en déduit le systeme d’équations :

A —pu — v =0
A — U = 0 qui équivaut a A=pu=v =20
- u — v =0

Par conséquent x = Ogs et on a Vect(u) NIm f = {0} : les sev Vect(u) et Im f sont en somme
directe.

e Montrons maintenant que Vect(u) @ Im f = R3. L’inclusion C est déja vérifiée, il suffit de
montrer I'inclusion D.

Soit x = (a,b,c) € R3. On cherche trois scalaires A, p, v tels que

(a,b,c) = A\(1,0,0) + p(1,1,0) + v(1,0,1)
———

€Vect(u) €lm f

On peut trouver A, u et v en résolvant un systéme, ou simplement remarquer que A =a — b — ¢,
u="b et v = c conviennent.

On a donc bien Vect(u) @ Im f = R? et Vect(u) est un supplémentaire de Im f.

Exercice 2

1. a) Soient A € Ket f, g € L(E).
Ona®A\f+g9)=(Af+g)ou=Afou+gou=AP(f)+ ®(g) donc P est bien linéaire.

b) On procede par double inclusion.

Soit f € ker ®. On veut montrer que Im u C ker f.
Soit y € Imwu. Alors il existe x € E tel que y = u(x).
Comme ®(f) =0,ona fou=0 et donc f(u(x)) =0. On en déduit f(y) =0 et y € ker f.

Soit f € L(E) tel que Imu C ker f.

Alors, pour tout x € E on a u(x) € Imu et donc f(u(x)) = 0. On en déduit fou =0,
c’est-a-dire ®(f) = 0 et donc f € ker ®.

Finalement, on a bien montré ker ® = {f € L(E) | Imu C ker f}.

Si u est surjective alors Imu = E et donc ker ® = {f € L(E) | ker f = E} = {0z(g)}. On
en déduit qu’alors ® est injective.
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2.

a) Soient A € Ket f, g € L(E).
Ona¥(Af+g)=uo(Af+9g)=Xuof4+uog=AU(f)+ ¥(g) donc ¥ est bien linéaire.

b) On procede par double inclusion.

Soit f € ker ¥. On veut montrer que Im f C ker u.
Soit y € Im f. Alors il existe x € E tel que y = f(x).
Comme U(f) =0,onauo f=0 et donc u(f(x)) =0. On en déduit u(y) =0 et y € ker u.

Soit f € L(E) tel que Im f C ker u.

Alors, pour tout z € E on a f(z) € Im f et donc u(f(z)) = 0. On en déduit uo f = 0,
c’est-a-dire U(f) = 0 et donc f € ker U.

Finalement, on a bien montré ker W = {f € L(F) | Im f C keru}.

Si u est injective alors keru = {0} et donc ker W = {f € L(E) | Im f = {0}} = {0z )}
On en déduit qu’alors VU est injective.

3. e Montrons d’abord les équivalences ®?> =0 < U2 =0 < u?>=0:

Si ®2 = 0 alors ®(®(Idg)) = 0 et donc Idg ouou = u? = 0.
Si u? = 0, alors pour tout f € L(E) on a ®(p(f)) = fouowu =0 et donc 2 = 0.

2 2

On a donc bien 'équivalence ®? =0 < u? = 0, 'équivalence ¥2 =0 < u? = 0 se démontre de

fagon analogue.

e Montrons maintenant que u?> = 0 < Imu C keru.

Supposons que u? = 0 et montrons que Imu C ker u.
Soit u € Imu. Alors il existe un z € E tel que y = u(x). Comme u? = 0 on a alors u(y) = u?(z) = 0
et donc y € keru.

Supposons Imu C keru. Soit x € E. Comme u(z) € Imu on a u(x) € keru et donc
u(u(z)) = u?(z) = 0. On a bien montré u? = 0.

Ce qui acheve la démonstration.

Exercice 3

1.

a) Montrons que la suite (K, )nen est croissante pour Iinclusion.
Soit n € N.
Soit x € ker(u").
Alors on a u"(z) = 0, en appliquant u on obtient u"*!(x) = 0, c’est-a-dire = € ker(u"*1).

On a bien montré K, C K,1.

b) e Soit n € N.
Supposons que ker(u™) = ker(u™*1) et démontrons que ker(u"*1) = ker(u"*2).
On sait déja que ker(u™*!) C ker(u™2), montrons linclusion réciproque.
Soit = € ker(u"*?). Alors u"*2(x) = 0, autrement dit v"*!(u(z)) = 0.
Par conséquent u(z) € ker(u™*1).
Comme ker(u™1) = ker(u™), on en déduit que u(x) € ker(u™) et donc que u"(u(x)) = 0.
On obtient bien u"*1(x) = 0, c’est-a-dire x € ker(u™*1).
L’inclusion est démontrée.
e On sait déja que la suite (K,) est croissante. Si elle n’est pas strictement croissante, alors

il existe un plus petit entier k pour lequel K, = Kj1. Alors, d’aprés 'implication que 1'on
vient de démontrer et par récurrence immédiate, (K,,) est stationnaire a partir du rang k.
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b)

b)

d)

On a donc bien : (K;,)pen est soit strictement croissante, soit strictement croissante jusqu’a
un certain rang a partir duquel elle stationne.

Montrons que la suite (I;,)nen est décroissante pour I'inclusion.

Soit n € N.

Soit y € Im(u™*!).

Alors il existe un vecteur x tel que y = u™ ().

Comme y = u"™(u(x)), on a y € Im(u™) et on a bien démontré I, C I,.

e Soit n € N. Supposons que Im(u™) = Im(u"*!) et démontrons que Im(u"*!) = Im(u"*2).
On sait déja que Im(u™*1) D Im(u™*?2), montrons I'inclusion réciproque.
Soit y € Im(u™*!). Alors il existe un vecteur x tel que y = u"!(x) = u(u™(x)).

n+1)

Comme on a u"(x) € Im(u") et comme Im(u") = Im(u , il existe un vecteur z tel que

u™(z) = u"t(2).
Alors y = u(u™1(2)) = u"2(2) et on en déduit I'inclusion Im(u"*1) C Im(u"*2).

e On sait déja que la suite (I,,) est croissante. Si elle n’est pas strictement croissante, alors
il existe un plus petit entier ¢ pour lequel I; = I;11. Alors, d’apres 'implication que 'on
vient de démontrer et par récurrence immédiate, (I,,) est stationnaire & partir du rang i.

On a donc bien : (I,)nen est soit strictement décroissante, soit strictement décroissante
jusqu’a un certain rang a partir duquel elle stationne.

La partie I est trivialement un sev comme intersection d’une famille de sev.
Pour K il y a en revanche une démonstration a faire.
Soient A € K, z, y € K. On veut montrer que Ax +y € K.

Comme x € K = U K, il existe un entier p tel que z € K,,.
neN
De méme, il existe un entier g tel que y € K.

Notons r = max(p,q).

Comme la suite (K,) est croissante pour l'inclusion, on a x € K, et y € K,.
Comme K, est un sev, on en déduit alors Az + y € K, et finalement Ax +y € K.
Donc K (qui est aussi non vide puisqu’il contient 0) est un sev de E.

e Montrons d’abord u(K) C K.
Soit x € K. Alors il existe un entier p tel que = € K, c’est-a-dire u”(x) = 0. Mais alors
uP(u(x)) = uPT1(z) = 0, donc u(z) € K, et donc u(z) € K. Donc K est stable par u.

eOnau(l)=u U Im(u") | = U u(Im(u™)) = U Im(u™tt) C 1.
neN neN neN
Donc I est stable par u.

Si u est un automorphisme alors tous les u™ aussi et on a pour tout n € N les égalités
ker(u™) = {0} et Im(u") = E.
On en déduit K = {0} et [ = E.

Si u est nilpotent alors 4™ = 0 a partir d'un certain rang, donc ker(u") = E et Im(u") = {0}
a partir d’un certain rang.

On en déduit K = E et I = {0}.
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4.

e)
a)

b)

On remarque que u est nilpotent d’indice 2, donc K = R? et I = {0}.

Soit n € N.

Supposons que ker(u™) # ker(u™*1) et Im(u") = Im(u™*!).

On veut montrer que ker(u"*1) # ker(u"*?).

Comme ker(u™) C ker(u™*1), il existe un vecteur x qui appartient a ker(u"*!) mais pas a
ker(u™). On a alors u"™!(z) = 0 mais u"(z) # 0.

Le vecteur u"(x) appartient & Im(u™) et on sait que Im(u") = Im(u
existe un z € E tel que u"(z) = u" ().

nt1) on en déduit qu'il

Remarquons qu’alors u™*1(2) = u™(x) # 0 mais u"*2(z) = v"*1(z) = 0.
Donc z appartient & ker(u"*2) mais pas a ker(u"*1).

On a bien montré ker(u™ 1) # ker(u™*2).

Soit n € N.

Supposons que ker(u™) = ker(u"*!) et que Im(u") # Im(u™*1).

On veut montrer que Im(u""1) # Im(u"2).

Comme Im(u™) 2 Im(u™"1), il existe un vecteur y qui appartient a Im(u") mais pas a
Im(u™*1). Le vecteur y s’écrit donc y = u"(x) avec z € E.

Il suffit de montrer que u(y) € Im(u™*!) mais que u(y) € Im(u"*2) et on aura obtenu le
résultat voulu.

e Comme u(y) = u""1(z), on a bien u(y) € Im(u"*!).

e Pour montrer que u(y) & Im(u"*?), raisonnons par I’absurde et supposons qu’on puisse
écrire u(y) = u"*2(z), on z € E.

On a alors w1 (z) = u"*2(z), donc u" ™! (z) — u™ ! (u(z)) = 0, et finalement, par linéarité,
u™(z —u(z)) = 0.

On en déduit x — u(z) € ker(u™*!).

On utilise 'hypotheése ker(u"*1) = ker(u™) : le vecteur x — u(z) appartient a ker(u™) et on
a u(r —u(z)) =0, ce qui implique u"(z) = u"*1(2) et donc y = u"*1(2).

Mais alors on a contredit I’hypothese y & Im(u+1).

C’est absurde et on a bien u(y) ¢ Im(u"*2).

Finalement, on a trouvé un élément u(y) de Im(u™*!) qui n’appartient pas & Im(u"*2) et
on en déduit Im(u"1) # Im(u2).

e Supposons k < i.

Alors, au rang n =i — 1, on a ker(u") = ker(u"*!) (La suite des noyaux stationne depuis
le rang k < n).

On a aussi Im(u") # Im(u"*!) et Im(u"*!) = Im(u"*+?) (La suite des images stationne &
partir du rang i =n + 1).

Mais cela contredit 'implication de la question 4b.

e Supposons k > i.

Alors, au rang n = k — 1, on a Im(u") = Im(u™*!) (La suite des images stationne depuis le
rang i < n).

On a aussi ker(u") # ker(u™*!) et ker(u"™!) = ker(u"*2) (La suite des noyaux stationne &
partir du rang k =n + 1).

Mais cela contredit 'implication de la question 4a.

On doit donc avoir k = 3.
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d) Comme K est stable par u (c’est la question 3a), ’endomorphisme ux est bien défini.
Montrons qu’il est nilpotent.
La suite des noyaux est croissante et stationnaire a partir du rang k :

KoCKiCKyCo CKp=FKpp1=...

La réunion K des K, est donc égale a Kj.
Mais alors tout vecteur z de K est dans K}, et vérifie par conséquent u*(z) = 0.

On en déduit que ug est bien nilpotent d’indice inférieur ou égal & k (On pourrait voir
que cet indice est en fait exactement égal & k).

e) Comme [ est stable par u (c’est la question 3a), 'endomorphisme u; est bien défini.

e Montrons que uy est injectif.
Soit y € ker(uy).
On sait que la suite des images est décroissante et stationnaire a partir du rang i = k :

et donc que l'intersection I des I,, est égale a I;.

Donc y, qui est un vecteur de I, s’écrit y = u’(x) avec x € E.

Comme u(y) =0, on a vt (z) = 0 et = € ker(u't!).

Mais la suite (K,,) est également stationnaire & partir du rang i, par conséquent x € ker(u’).
On en déduit que u'(z) = 0, c’est-a-dire y = 0.

On a montré que ker(ur) = {0} et donc que uy est injectif.

e Montrons que uy est surjectif.

Soit y € I, on veut montrer qu’il existe un = tel que y = u(x).
Le vecteur y appartient a I et on a vu que I = I; = ;4.

Il existe donc = € E tel que y = u" " (z).

Mais alors, en notant z = u"™(z), on a bien z € I et y = u(z).
On a donc Im(uy) = I et us est surjectif.

Finalement, u; est un automorphisme de I.




