PCSI 2018-2019

DM20 — Corrigé

Exercice 1 — Regle de d’Alembert

Un41 Un+1
UaR NS 1, alors nt
Up N—>+00 Un,

Donc (uy) est croissante a partir d’un certain rang.

1. a) Comme > 1 a partir d’un certain rang.

b) La suite (u,) strictement positive et croissante a partir d’un certain rang ne peut pas
tendre vers 0. Donc Z Uy est grossierement divergente.
n=0
Un+1 Un+1 N . s . s
2. a) Comme — — (< K, alors —— < K a partir d’un certain rang qu’on notera N.
Up, n—-+oo Up,
On a donc uyp4+1 < Ku, pour tout n > N. Par récurrence immédiate, u, < K n=Nayn pour

tout n > N. En posant C = uy KV, on a la propriété demandée.
b) La série géométrique Z K™ est convergente (K < 1). Par comparaison de séries a termes

positifs, Z uy est donc convergente.

1
3. a) La série harmonique g — convient, voire méme la série grossierement divergente E 1.
n

1
b) La série de Riemann Z — est convergente avec £ = 1.
n

n Up+1 ne

——— pour tout n > 1. Alors on a = — x
n(n+1) P - Un, n + 2 n—+oo

Donc : si x > 1, la série diverge et si x < 1, la série converge. Le réel R = 1 convient.

4. Posons u,, =

Exercice 2 — Reégle de Raabe-Duhamel

U « Q
1. Si a <0, alors n S AU quand n tend vers +o0o. Comme —— est strictement positif, alors
n n

Un,
Un41

Unp

— 1 > 0 a partir d’'un certain rang. Donc (u,) est croissante a partir d’un certain rang.

Comme (uy,) est a termes strictement positifs, alors elle ne peut pas tendre vers 0 et Z Un
n=0
diverge grossieérement.

B -8 -8
Unt1 _ 1 :(n+1> :<1+1> :1—B+o(1)
Un, (n+1)» n n n n
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3. a)Ona ntl Tl b +o () ~ b . Or, b est strictement négatif.
Un, Un, n n n

Un+1

2. Calculons :

Un+1
Donc —ntl

est négatif a partir d’un certain rang, ce qui donne le résultat.
un vn

Un+1 Un . .
b) On a donc nt <24 partir d’un certain rang qu’on notera V.

Un+1 Un,

, . U , . N .
Par conséquent la suite <n> est décroissante & partir du rang V.
Un,
) . Un, un . .
Il s’ensuit que pour tout n > N, on a — < —, ce qui donne bien u,, < Kv, en posant
Un UN
U
K==

UN
¢) Comme E vy, est convergente (série de Riemann de parametre 5 > 1), la série E Up, est
convergente par comparaison de séries a termes positifs.
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4. Choisissons un 3 dans lintervalle ]a; 1] (Remarquons qu’alors la série Zvn est une série de
Riemann divergente).

Un41l  Unil :/3—044_0(1)N/3—04.Or, B—a
n n

Up, Un n n
Un+1 Un+1 TR . . Un+1 Un+1 . . .
— = est positif a partir d'un certain rang, donc —— > —— & partir d’un certain
Up, Up Up, Up

rang qu’on notera N.
Un+1

est strictement positif.

e On a

Donc

U U
e Mais alors > — & partir du rang N et la suite (n) est croissante a partir de NV
Un+1 Un Un
Up _ UN ) u
Par conséquent, pour tout n > N, on a — > —, ce qui donne u,, > Kv, en posant K =
Un UN UN

e On conclut par comparaison de séries a termes positifs : E u, est divergente.

un

1
5. e En posant u, = —, la série Zun est divergente (série harmonique) et on a bien a =1 :
n

1\ ! 1 1
Unt1 _ 1 :(1+> :1_+0()
Uy, n+1 n n n

1 - -
e En posant u, = 2 la série E uy, est convergente (c’est une série de Bertrand) et on a
nln“n

aussia=1:

Up+1 nin®n

tn (n+ 1) In’(n+ 1)
- nilx<1n(zlil)>2
= (”D_lx(lnmlfgw/n)y
- (1 - % o (i)) (1 n <1/n+£<1/n>>/1nn>2
N <1_i+0< >>< nlnn (nﬁqn))Q
- (5o () 0 o )
- 1_n_nlnn+0<nlnn>
=15 o()

Un4-1
Un

Unp1 _a+n+l 1+ @/ (1+a+1>< b+1 (1)>
n n

= = — 1— "=
Up b+n+1 1+ 0+D)/ n to

b— 1
un-i—l:l_ a+0()
n n

Un

1
6. a) Donnons un développement de a la précision — :
n

On en déduit par la regle de Raabe-Duhamel que la série Z Uy, converge lorsque b —a > 1
et diverge lorsque b —a < 1.

. N . . a
Dans le cas ambigu ou b = a + 1, le terme u,, se simplifie en u,, = aritn et Z Uy, est

divergente par comparaison avec la série harmonique.

Finalement : z Uy, converge si et seulement si b > a + 1.
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R v
b) A nouveau, on calcule un développement asymptotique de ntl

1
a la précision o [ — | :
Un n

Un+1 . 1
= 1
o A e

= vn 1+% sin (\/177 <1+:L>1/2>

= (g e () (G (g e (7))

- (e ) (e Gr)

- (o () |G- ) -5 (G ) +o(sm)
= (v () (s e Gm)

= (rare ) (s ()

1
Comme 5 < 1, la régle de Raabe-Duhamel implique que la série Zvn est divergente.

Exercice 3 — Inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Dans l'espace euclidien R™ usuel, notons
u=(1,2,...,n) et v= (\/T,\/f, ,ﬁ)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit |(u,v)| < ||ul| % ||v||, ce qui donne :

1

i n n nin+1)(2n+1) n(n+1 n(n +1
’;kﬁé\lgﬁxdgl{:\/(—i_? +)><\/<+): <—i_)\/2n+1

2 23

1
2. On munit E = C°([0;1]) du produit scalaire habituel : {f, h) = / fg pour f, g€ E.
0

Soient n et p dans N, et f € E positive.

Définissons les fonctions continues sur [0; 1] suivantes : w : t — t"\/f(t) et v : ¢t — P \/f(t).
Alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz |(u,v)| < ||u|| x ||v|| donne :

/ L (o) dt’ < ¢ / L n eyt x \/ / L a

En élevant au carré il vient I?l 4p S Iz, 15p.

3. On se place dans M,,(R) muni du produit scalaire usuel : (4, B) = tr(*A B).
Soient A et B symétriques. Alors

tr(AB + BA) = tr(‘A B) + tr('B A) = (A, B) + (B, A) = 2(A, B)

De plus tr(42) = tr(*A A) = (A, A) = ||A||? et, de méme, tr(B?) = || B|>.
L’inégalité demandée n’est autre que (2(A, BY)? < 4| A|2|| B||?, c’est-a-dire I'inégalité de Cauchy-
Schwarz au carrée et multipliée par 4.




