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DS2 — Eléments de correction

Exercice 1 — Logique et raisonnement

1. e Soit x € R. Posons a = 0 et b = sinz. Alors on a bien sinz = ax + b et a et b conviennent. Ce
qui démontre (A).
e Le nombre z = 4 vérifie bien (x <0 ET > 1) oU x = 4, donc (B) est démontré.
e Soit € R. Supposons que e* =x — 1. Alors = 1+ e® > 1. On a démontré (C).

2. NON (A) : |3z € R,V(a,b) € R? sinz # ax + b
NON (B) :|Va € [4;5], (x> 0 0U & < 1) BT @ # 4]

NON (C):‘HCCER, (em:x—lETl‘él)‘

Exercice 2 — Racines de 'unité

! donc

1. a) On reconnait une somme géométrique, comme w # 1 on a S = 7

b) Calculons (1 —w)T :

n—1
(1-w)T = 1-w)> (k+1)w*
k=0
n—1 n—1
= Y (k+ Dwk — > (k+ Dwk*l en développant
k=0 k=0
n—1 n
= ) (k+ Duwk — > kw” par décalage d’indice
k=0 k=1
n—1
= w0+ Z Wk — nw™ en regroupant les deux sommes
k=1
Donc (1 —w)T =S —nw™ = —n et on conclut : [T = n 1
w —_—
1 1 .
2. Calculons (on peut commencer par remarquer que T - —a= " J):
J —J
. N2+ . 9 . . . 9 . . .
1-75)(3—-4 —= =3-T77+45"—j(2 =3-9 37°=3-94+3(-1—-7) =|—-12
(1 =) J)+1+j J 4457 = j(2+]) j+3j j+3(=1-)

Exercice 3 — Trigonométrie

T
1. On cherche a calculer l'intégrale F'(z) = / arccostdt, pour z € [—1;1].
0

Effectuons une intégration par parties, en dérivant arccost et en primitivant 1 :

F(z) = /arccostdt
0

x :c —t
= arccos — —_—
it 12 / dt
0

V1—1t2
= Zrarccosz — {\/1 —tﬂz

= |xarccosx — V1 —22 |+1
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4 1
2. Notons A = arctan 3 et B = 2arcsin —. Encadrons ces deux nombres puis calculons leur sinus.

V5

4 T
e Comme 3 >0,onal0<< AL <3 par croissance de arctan.
C 0< L <L 0 < arcsi < arcsi T i d in, d
omme 0 < — ,on a arcsin — < arcsin — = — par croissance de arcsin, donc

0
0<B<~-.
2
x

V1+ 22"

e On retrouve la formule de exercice 3.1 : sinarctanz =

4
Alors sin A = # = %

L+ (437 5

1
e On a par formule de duplication : sin B = 2 sin arcsin — cos arcsin

1
V5 V5"

s 1
Comme 0 < arcsin — < —, le terme cosarcsin — est positif et on a donc
X \/—‘ 2 \/g
1 2
cosarcsin — 1-— ()
\F V5

Finalement il vient B = 2 x —

V5

m
On peut conclure : comme A et B ont méme sinus et appartiennent a 'intervalle {0; 2}, et

comme sin est bijective de {0; 721 dans [0; 1], on a bien

3. On peut par exemple étudier la fonction f définie sur R par f(x) = arcsin(thx) — arctan(sh x)
pour tout réel z.

7
1 2 4
VE TS

(Notons que thz € ]—1;1[, donc f est bien définie (et méme dérivable) sur R.)
Calculons la dérivée de f. Pour tout z € R on a

f'(:z:)— 1/ch2x _ chzx _ 1/Ch2:r _ chzx —0
 V1—th2 1+sh’z  Yamle ch’z

Donc f est constante. On remarque que f(0) = 0 et on peut conclure :

‘Vw € R, arcsin(thz) = arctan(sh ) ‘

Exercice 4 — Equations différentielles

1. Résolvons (E) : (1+22)y —y = 1.
1 1

1+x2y: 1422

Comme 1 + 22 ne s’annule jamais, on peut réécrire cette équation 3’ —

L’équation homogeéne associée, (Ep) : y' —

T 5Y = 0, a pour solutions les
T

Y x e XM on A € R
Pour trouver une solution particuliere de (FE), on pourrait utiliser la méthode de variation de

la constante, mais il y a plus simplement une solution évidente : yp : x — 1. Finalement, les
solutions de (E) sont les

Yy 14+ XM o A e R

On cherche pour finir X tel que 1 4 \ectan V3 = 0. On trouve A = —e~"/3. Finalement, 'unique
solution du probleme de Cauchy posé par I’énoncé est :

—7/34arctan x

y:x—1—e
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2. On résout sur R l’équation différentielle linéaire d’ordre 2 : (E) : 3" — 2y +y =2chuz.

L’équation homogene associée, (Ey) : 3" — 2y +y = 0, a pour équation caractéristique
r?2 —2r +1 =0, de racine double 79 = 1.
Les solutions de (Ep) sont donc les y : x — (Az + p)e”, ou A\, pu € R.

Pour trouver une solution particuliere de (E) : 3" — 2y +y = e” + e~ %, on peut commencer par
chercher des solutions particulieres de

(B1) « y' =2y +y=e" et (Er) : y'—2y+y=e"
On cherche une solution particuliere de (E7) sous la forme yp, : z — Q(z)e*, ou Q(z) est

polynomial de degré 2. Apres calcul, yp, : x — 5:526“” convient.

1
Pour (E2), une solution particuliére est yp, :  — Ze*x convient.

Finalement, yp, + yp, est solution particuliere de (F) et les solutions de (E) sont les

1 1
Y:x ixzex + Ze_x + Az + p)e®, ot (\,p) € R?

3. a) Sionaz=ay +y,alors 2/ = zy” + 21/, ce qui donne z3y" = 222/ — 222y’

Alors, en substituant, z3y” — 2zy + 3 = 0 si et seulement si 222’ — 222y — 2zxy +3 = 0, si
et seulement si 222/ — 2xz + 3 = 0.

Comme on travaille sur un intervalle ot « ne s’annule pas, on en déduit :

w3y"—2xy+3:0 S =

b) On résout 'équation (E) : 2/ — —z = ——

21n

2
L’équation homogeéne associée 2/ — =z = 0 a pour solutions les z : z — Ae2!"17l = A\z2 avec
x

1
A € R. Une solution particuliere de (F) est zp :  — — (évidente, ou alors on utilise la

méthode de variation de la constante). Finalement, les z solutions de (E) sont les

1
z:x— —+ Xz, ot AeR
T

1
¢) Pour trouver les solution y, il ne reste plus qu’a résoudre xy’ +y = — + Az?, ou encore
x
1 1
Y+ —y= — + Az, le nombre z ne s’annulant pas.
T x

1
L’équation homogene associée y' + —y = 0 a pour solutions les y : z — H, ou u € R.
x x
Cherchons une solution particuliére yp de I’équation avec second membre en utilisant la
x
méthode de variation de la constante, sous la forme yp : z — M
x

En substituant, il vient

/ 1 1
Wix) u(;U) n “(f) = L X, done p(a) = T+ xa?

x x x

a3 . Inz x2

On peut prendre pu(z) =lnz + /\g et on obtient yp(z) = — + )\E'
x

Finalement, on peut donner les solutions de x3y” — 22y + 3 = 0, en reparamétrant :

1
y:xHﬂ—i-)\a:Q—i—ﬁ,avec (A1) € R?
T x
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4.

a)

b)

d)

Comme arcsin est dérivable sur |—1;1[, z est dérivable comme composée de fonctions
dérivables. De plus, en dérivant y(z) = z(sinx), on obtient y'(z) = cos(z)z/(sinx) puis
(

y"(x) = cos?(x)2" (sinz) — sin(x)2'(sinz).

Alors, en substituant, on a cos(z)y” (z)+sin(z)y’ (z) —cos?(z)y(x) = 0 pour = € I si et seule-
ment si cos(z)(cos?(z)z" (sin x) —sin(z) 2’ (sin x)) +sin(x )cos(:c)z’(smx)%:osg( )z(sinz) =0,
ce qui donne apres simplification cos®(x)2” (sinz) — cos?(z)z(sinz) =

Comme cosz # 0 sur Ip, cette derniére équation équivaut a z”(sin x) — z(sinz) = 0 pour
x € Iy, ou encore sur |—1;1].

Les solutions z & ’équation 2z — z = 0 sont les z : © > \e® + pe™%, avec (\,u) € R2.

On en déduit les solutions de (E) sur Iy, ce sont les

y:x e AT 4 e ST oy () € R?

Pour éviter de tout refaire, on peut exploiter la 27-périodicité des fonctions trigonométriques,
en remarquant que y est solution de (F) sur I} si et seulement si la fonction x — y(z — k)
est solution de (E) sur Ij.

Finalement, les solutions de (F) sur I, sont aussi de la forme

sin x

+ pe” ot (A,u) € R?

YT e

On nous demande de résoudre un probléeme de raccord. Une éventuelle solution y de (E)
sur R doit étre de la forme :

)\kesinx+ukefsinx sur Ik
yor= Qay en km + %

et on cherche les \g, px et ag pour faire de y une fonction continue et dérivable en chacun
T
des points km + 5 keZ.

e Continuité en kr +7/2, k € Z :
Onay(k:ﬂ'—i—g) = qy

— D’autre part, lim y(z) =X +pret lim  y(z) = Ag—1 + pg—1.
z—kn+7/2t z—kr+m/2~

Donc y est continue en km + g si et seulement si ap = A1 + pr—1 = Mg + Uk-

e Dérivabilité en km +7/2, k € Z :

— On a
_ p sinz __ sin(kr+7/2) —sinz _ ,—sin(km+7/2)
lim y(z) —y (k7 4+ 7/2) — lim . e e o e e
a—kntrfat  x — (kT 4 7/2) x—km+7/2t x — (km + 7/2) x — (km+7/2)

= \j, COS (k‘ﬂ' + 7r/2) sin(kr+7/2)) [ COS (kﬂ' + 71./2) e~ sin(km4m/2)) _ 0
y(@) =y (hm+72)
x — (km+7/2)

™
Donc y est toujours dérivable en km + 5

— On trouve de méme lim,_,prjn/o+

Finalement, on trouve bien des solutions définies sur R tout entier (il y en a méme
beaucoup!).

)
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Exercice 5 — Racines de solutions d’équations du second ordre

1. Les solutions de (Fg) : y"” + ky = 0 sont de la forme |y : x — X cos <\/Ex + go) , avec A, p € R.

1
Une solution non nulle (c’est-a-dire vérifiant A\ # 0 a pour racines les x = ﬁ (kﬂ' + g — cp), il

T
y en a une infinité et deux racines consécutives sont séparées de ﬁ
2. a) Comme f et g sont solutions d’équations différentielles d’ordre 2, elles sont deux fois

dérivables et W est dérivable comme différence de produits de fonctions dérivables. On
obtient W'(z) = f'(z)g () + f(2)g"(x) — f'(z)g'(x) — ["(x)g(x) = f(x)g"(x) — f"(z)g().
Comme ¢"(z) = —q(z)g(x) et comme f"(z) = —p(x)f(x), on peut simplifier en

W'(x) = (p(z) — q(x))g(x) f (x)

b) Raisonnons par I’absurde et supposons que f prenne une valeur positive en xg € |a;b| et
négative en x; € |a;b[. Alors, en appliquant le théoréeme des valeurs intermédiaires a f
continue sur [zo;x1], on montre l'existence d’une racine de f dans |a;b[, ce qui contredit
I’hypothese que a et b sont des racines consécutives.

On a donc bien ‘ f est de signe constant sur |a;b]. ‘

¢) Raisonnons par I’absurde et supposons que f'(a) = 0.

y'+p(@)y =0
Alors f est solution du probléme de Cauchy < y(a) =0

y'(a) =0
Mais la fonction nulle est aussi solution de ce probleme de Cauchy et, par unicité de la
solution d’un tel probléme, on doit avoir f = 0. Ce qui contredit 'hypotheése f non nulle.

On montre de la méme facon que f’(b) # 0 et on conclut | f'(a) # 0 et f'(b) # 0.

d) On exprime f’(a) comme limite d’un taux d’accroissement. On peut méme se limiter & une

limite & droite : f'(a) = lim M.
z—at T —a
Or, quand = — a™, z appartient & U'intervalle Ja;b[ et f(z) — f(a) = f(z) > 0; d’autre
part x —a > 0.
Donc f/(a) est limite d’une quantité strictement positive et on en déduit f'(a) > 0.

Remarquons qu’en passant a la limite, on n’obtient qu’une inégalité large, mais la question

précédente permet de conclure : | f'(a) > 0.

De méme , on écrit f/(b) = lim et on en déduit f'(b) < 0.

r—b— T —

<0

A Paide de la question précédente, on obtient | f/(b) < 0.

e) Raisonnons par I'absurde et supposons que g ne s’annule pas sur [a; b]. Alors g est de signe
constant sur [a;b] (par le méme argument qu’en 2b) et, quitte & remplacer g par —g, on
peut supposer que g est strictement positive sur cet intervalle.

e On a vu que W'(z) = (p(z) — ¢(x))g(x) f(x). Des hypotheses Va € R, p(z) < g(x) et f, g
positives sur [a;b], on déduit que W’ est négative sur [a; b].

Donc W est décroissante sur [a; b].

e On a W(a) = f(a)g'(a) — f'(a)g(a) = — f'(a)g(a) <O.

e On a aussi W(b) = f(b)g'(8) — F'(B)g(b) = —F'(b)g(b) > 0
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b)

b)

Mais alors W (a) < W(b), ce qui contredit la décroissance de W sur [a; b)].

Par conséquent on a bien : ‘ g s’annule au moins une fois sur ]a; b|. ‘

Choisissons pour p la fonction constante égale a k.

VE Vi

Considérons la fonction f : x + sin (\/E (x — a)), c’est une solution de (E,) qui s’annule

Fixons un intervalle [a; a+ } de longueur

T
enaeta+ —.

Vk
Comme p(z) < ¢(z), on peut appliquer le résultat de la question 2 : g admet au moins

. ™
une racine sur |a;a + ——|.

v

On a bien montré que| ¢ s’annule au moins une fois sur tout segment de longueur 7/V'k .

On va appliquer le résultat de la question 2 en échangeant le role de p et g : si ¢(z) < p(x)

alors il y a toujours une racine de f entre deux racines de g.
Raisonnons par I’absurde et supposons que g s’annule en deux racines successives a et a + £,

T
avec 0 </ < —.

VE'
Posons p(z) = k pour tout x et considérons f : x + sin (\/F (x —a— ;))

Alors f est solution de (E,). Comme ¢(z) < p(z), alors f doit s’annuler au moins une fois
entre a et a + £. Mais ce n’est pas le cas : f est strictement positive sur [a;a + £].

s’annule au plus une fois sur tout segment
On a donc bien g P &

de longueur strictement inférieure a m/ NI

La fonction g est dérivable sur R . En dérivant on obtient ¢'(z) = f'(z)/z + f(x)

: 1/ ) !/ 1 1
puis g"(x) = f"(x) vz + f (fﬂ)ﬁ - f(fﬂ)fx\/;
En substituant et en simplifiant, f vérifie 22 f”(z) + zf'(z) + (22 — o2) f(x) = 0 pour tout
40% — 1
42

1
N

x > 0 si et seulement si ¢"(z) + (1 - ) g(x) = 0 pour tout = > 0.

Comme /" ne s’annule pas sur Uintervalle d’étude, f et g ont les mémes racines.
402 —1
472
402 -1
472
Il suffit alors d’appliquer le résultat de la question & pour conclure :

e Sia>1/2 alors 1 — < 1.

e Sia <12 alors 1 — > 1.

Si a > 1/2, alors f s’annule au plus une fois sur tout segment de longueur .
Si a < 1/2, alors f s’annule au moins une fois sur tout segment de
longueur strictement inférieure a .

Remarque :

Les solutions de I’équation de Bessel sont appelées fonctions de Bessel.

Ce sont des fonctions spéciales, qui ne peuvent pas étre exprimées a ’aide des fonctions usuelles, et
qui apparaissent parfois dans certains problémes de physique avancés.
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Exercice 6 — Calcul de cos %

1. Le calcul est plus agréable en passant par les complexes. On calcule C,,(a,h) + 1S, (a,h) :

n—1
Cu(a,h) +iSp(ah) = Y elothh)
k=0

n—1

_  gla Z (em>

k=0

k

Premier cas :si e =1, c’est a dire si h = 0 [27], alors Cy,(a,h) + iS,(a,h) = ne' et

‘Cn(a,h) =ncosa et Sy(a,h) = nsina‘

Deuxiéme cas :si h #Z 0 [27], on obtient

. 1= einh
Cpn(a,h) +iSp(a,h) = “171 —
inh/2 —inh/2 __ _inh/2
= eax’ x & ¢ (angle moitié)
cih/2 e—ih/2 _ ¢ih/2
_ gilat(n—1ya) SN2
sin h/2
FEn identifiant parties réelle et imaginaire il vient
. nh . nh
_ 1)\ Sin—- _1)p\ Sin—-
Cr(a,h) = cos (a+ (n 5 ) > }2L et Sy(a,h) =sin (a+ (n 5 ) ) ]21
sin 5 sin 5

0
2. Comme 360, 50 et 76 appartiennent a [0; 2}, parmi les quatre cosinus qui apparaissent dans la

117 L.
somme z1, seul cos 17 est négatif.

. 117 o o6 5t
mais Cos —-- = — €08 7 et cos 17 <08 o donc cos(56) + cos(116) > 0.

On a donc bien

3. On constate que x1 + x2 = Cg(6,20).
sin(80) cos(86)  sin(166)  sin(w — ) sin 4

D’apres la question 1 on a donc x1 + x2 = p— = 5 s 0 = 5sind = Y e
1
on aboutit a |x1 + 22 = ok
1
4. On a cosacosb = i(cos(a —b) + cos(a + b)).
En développant x1x9 il vient
xixa =  cos(360)cos(d) +cos(36) cos(96)  +cos(30) cos(130)  + cos(360) cos(156)

+cos(bf) cos(d)  + cos(50) cos(90) 4 cos(50) cos(130)  + cos(50) cos(150)
+cos(70) cos(d)  +cos(76) cos(90) 4 cos(78) cos(130)  + cos(760) cos(150)

+ cos(116) cos(0) + cos(110) cos(90) + cos(116) cos(136) + cos(116) cos(150)
On linéarise tout (!) et on voit que 2z1z2 est la somme de 32 termes de la forme cos(k6), avec :

k =4,2,12,6,16,10,18,12,6,4,14,4,18,8,20,10,8,6,16,2,20,6,22,8,12,10,20,2,24,2,26,4
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On utilise le fait que cos(260) = cos((26 — 2 x 17)8) = cos(80), que cos(240) = cos(100),
cos(226) = cos(126), cos(200) = cos(140) et cos(186) = cos(166).
Il vient z1z9 = 2(cos(20) 4 cos(46) + cos(660) 4 cos(86) + cos(100) 4 cos(126) + cos(140) + cos(166)).

=n/2-80
in(86 929 in(860 80
Autrement dit, x129 = 2C5(26,20) = 2sm( )C?S( ) = —QM = —2(z1 + x2).
sin 6 sin 6

Et on trouve bien

5. On connait la somme et le produit des nombres x1 et xo. Ils sont alors solutions de I’équation

2 — —x — 1 =0, et 1 est la racine positive.

2
1+ V1T 117

On trouve | x et =«
! 4 ' 4
6. Par une méthode analogue a la question précédente, on trouve apres simplification
1 ; 1
= —— e = ——.
Y1y2 1 Y3y4 1

1
7. Les nombres y; et y2 ont pour somme x; et pour produit 7 ils sont donc solutions de I’équation

1 : : : s
2 -z — 1 = 0. Comme yo est somme de deux cosinus négatifs, y; est la racine positive et on

VAT + 344 2V/17 1+ VIT - \/34 + 21T
— — < .

trouve | y1 3 et yo
1— V17 +14/34 — 217 1— V17 — /34 —2/17
De fagon analogue : |y3 = g et y4 = 3 .

_u
>

9. On connait la somme et le produit de cos(f) et cos(136), on peut donc les calculer en résolvant

8. On trouve cos(f) cos(136) = %(COS(149) + cos(120)) = %(— cos(50) — cos(30)) =

I'équation du second degré z2 — ysz — y2—1 =0, cos(f) étant le solution positive.

Remarque culturelle : Le résultat de cet exercice n’est pas complétement gratuit, il a un rapport
avec la construction a la régle et au compas d’un polygone régulier a 17 cotés (un heptadécagone).

A partir de segments de longueurs a, b et 1, il est possible de construire a la regle et au compas
des segments de longueur a + b, a — b, ab, 4/b et Vab' en utilisant astucieusement les théorémes de
Pythagore et de Thales.

Comme on a pu exprimer cos /17 en utilisant uniquement les opérations +, —, x, / et /- (et on
pourrait faire de méme pour cos27/17 et sin 27/17), on peut construire en utilisant seulement la regle, le
compas et un peu de persévérance le point de coordonnées (cos 27/17;sin 27/17) et donc de fil en aiguille
un heptadécagone régulier. Ce résultat a été démontré par OCarl Friedrich Gauss® a 1’dge de 19 ans.
A 24 ans, il a publié la généralisation suivante :

Théoréme : Soit p un nombre premier impair. Alors on peut construire a la régle et au compas
4 . < ALz . . k N
un polygone régulier & p cotés si et seulement si p est de la forme p = 22" + 1, ou k € N.

Les nombres premiers de la forme 22" 1 1 sont appelés nombres de Fermat. Les premiers d’entre eux
sont 3, 5, 17, 257 et 65537, et on soupgonne qu’il n’y en a pas d’autre (mais c’est une question encore
ouverte). On peut donc construire un triangle, un pentagone... mais pas un heptagone, par exemple.

Pour une tentative de construction concréte de ’heptadécagone, on peut voir https://wuw.youtube.
com/watch?v=87uo2TPrs18 puis https://www.youtube.com/watch?v=0Y1B51UGlbw (en anglais).



https://www.youtube.com/watch?v=87uo2TPrsl8
https://www.youtube.com/watch?v=87uo2TPrsl8
https://www.youtube.com/watch?v=oYlB5lUGlbw

