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DS 3 — Eléments de correction

Exercice 1 — Applications, relations et compagnie

1.

3.

a)

b)

b)

a)

b)

e Réflexivité : Soit (p,q) € Z x N*. On a bien pg = pq, donc (p,q) ~ (p,q).

e Symétrie : Soient (p,q) et (p,q) € Z x N*. Supposons (p,q) ~ (p',¢’), c’est-a-dire pq’ = p/q.
On a alors p'q = pq’ et donc (p',¢') ~ (p,q).

e Transitivité : Soient (p,q), (p',¢") et (p”,¢") trois éléments de Z x N*. On suppose que

(p.q) ~ (0',d) et (p',¢") ~ (p".q"), c’est-a-dire que pg’ = p'q et p'q" = p"q'.

_ve Y4, ;o !

=— X v qp” (remarquons que ¢’ et p’ sont non nuls...).
q

On a donc bien (p,q) ~ (p”,¢").

Alors pq”

Un élément (p,q) de Z x N* appartient a la classe de (0,1) si et seulement si (p,q) ~ (0,1),
ce qui équivaut a p = 0.

Donc la classe de (0,1) vaut Cl.((0,1)) ={ (0,q) | ¢ € N*} = {0} x N*.

e Réflexivité : Soit € R. On a bien f(x) — f(x) > |x — x| donc = < x.

e Transitivité : Soient x, y et z trois réels. On suppose que z < y et y < z, c’est-a-dire
fly) = f(z) = ly — x| et f(z) — f(y) = |z — y|. Utilisons 'inégalité triangulaire : on a
2=zl =(z-y)+—2) <|lz—yl+ly -2l < f(2) = f¥) + Fy) - f(2).

On aboutit bien & f(z) — f(x) > |z — z| et donc z < z.

e Antisymétrie : Soient x et y deux réels. On suppose que * < y et y < x, c’est-a-dire
que f(y) — f(x) = [y —z| et f(z) — f(y) = [z —yl.

Or l'un des deux nombres f(y) — f(z) et f(z) — f(y) est négatif ou nul. Donc le nombre
positif |y — x| = |z — y| doit étre nul. Donc = = y.

Supposons f = Idg. Soient z, y € R.

Alors x < y si et seulement siy —z > |y — x|, ssiy —x >0, ssi z < y.

En conclusion, dans le cas f = Idg, la relation < est simplement 1’ordre usuel sur R.

Le sens est évident, I'application identité étant injective. Montrons le sens [=].
Supposons p injective. Soit # € E. Comme pop = p, on a p(p(x)) = p(x). Par injectivité
de p, on en déduit que p(z) = x. On a bien montré que p = Idg.

Le sens est évident, I’application identité étant surjective. Montrons le sens [=].

Supposons p surjective. Soit x un élément de E. Comme p est surjective, il existe y € E tel
que x = p(y). Mais alors p(z) = p(p(y)) = p(y) = z. On a bien montré que p = Idg.

4. On procede par double inclusion.

Soit z € f(AN f~1(B)). Alors z s’écrit z = f(y) avec y € AN f~1(B).
Comme y € AN f~1(B), on a en particulier y € A, donc x = f(y) € f(A).
On a d’autre part y € f~(B), donc = = f(y) € B.

On a bien montré que = € f(A) N B.

z € f(A)NB.

Alors z € f(A), donc = peut s’écrire x = f(y) avec y € A.

De plus, = € B, c’est-a-dire f(y) € B, et on en déduit y € f~(B).
Finalement, on a y € AN f~1(B) et donc z = f(y) € f(AN f~1(B)).

Exercice 2 — Calculs dans un groupe

1. On calcule en partant de b%a et en utilisant ba = ab® pour déplacer le a vers la droite :
b3a = b%ab® = bab® = ab’. On utilise pour finir ” = b2. On a bien b%a = ab?.
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2. On procede par double implication.

Supposons (G, - ) abélien. Montrons que ¢ est un morphisme. Soient x, y € G. Alors
o(zy) = (zy)? = zyry = 2%y? par commutativité de -. On a donc bien ¢(zy) = p(x)p(y).

Supposons que ¢ est un morphisme et démontrons que le groupe est abélien. Soient z et y
dans G. Comme ¢ est un morphisme, on a p(xy) = ¢(z)¢(y), ce qui équivaut a (vy)? = 22y?
ou zyxy = rryy. En multipliant & gauche par ! et & droite par y~ !, il vient yx = zy, ce qu'il
fallait démontrer.

3. a)
b)

c)

Par définition de Z(G),

(G, -) est abélien < Z(G) = G.|

e Z(G) contient e, donc est non vide.

e Soient = et y dans Z(G), on veut montrer que 2y~ ! € Z(G). Pour cela, soit u un élément
quelconque de G, on va montrer que ury ' = xy lu.

On part de yu = uy (y étant un élément du centre), on multiplie & gauche et a droite par
y~! pour obtenir uy~! = y~'u. On multiplie & gauche par z et on obtient zuy ' = zy u.
Comme x € Z(G), il vient finalement uzy ™! = zy~'u et donc zy~! € Z(G).

Donc Z(G) est bien un sous-groupe.

Soient et y dans G vérifiant xy = Z(G). On commence par écrire ry = zyz~ 'z et on
utilise le fait que zy et ™! commutent : zy = zyx~ 'z = z lzyr = yx, ce qu’il fallait
démontrer.

4. Soient z, y et z dans G.

e Associativité de x :

Ona (zxy)*z = (zuty)*x2z = (zuty)u~

L=autyut2) =zu "ty x2) =z * (yx2).

e Elément neutre de % :

Onaz*u=zxu"

1 1

u=uwuetuxxr=uu x =2 donc u est le neutre de .

e Existence de symétriques pour x :

On a xx(ux™

1 1 1 1 1 1

u) = zuturlu = v et (ur~lu)xz = ur~luuTlz = u, donc uz~'u est symétrique

de = pour la loi * (on se gardera bien de le noter 2!, cette notation étant déja prise pour le
symétrique de z pour la loi -!).

Exercice 3 — Dérivations dans un anneau

1. [a,b] = 0.

2. a)
b)
c)

[a,b] = —[b,a].

[a,b+c]=a(b+c)— (b+ c)a=ab+ ac— ba — bc = [a,b] + [a,c|.

On a d’abord [a,[b,c]] = [a,bc — ¢b] = a(bc — ¢b) — (bc — ¢b)a = abc — acb — bea + cha.
Par permutations circulaires des variables (a — b — ¢ — a), on obtient :

[a,[b,c]] = abc — acb — bea + cba
[b,[c,a]] = bea — bac — cab + acb
[¢,[a,b]] = cab — cba — abe + bac
On additionne tout et on obtient bien [a,[b,c]] + [b,[c,a]] + [¢,[a,b]] = 0.

3. Remarquons que dy(z) = [a,z] pour tout x € A.
Soient z, y € A. On a dy(z + y) = [a,x + y] = [a,z] + [a,y] = do(z) + do(y) d’apres 2b.
Soient x, y € A. D’une part on a d,(zy) = [a,zy] = axy — zya.
D’autre part, zd,(y) + do(z)y = 2(ay — ya) + (ax — za)y = xay — zya + axy — ray = ary — rya.
On a bien I'égalité d,(zy) = xd,(y) + do(2)y.
Donc d, est une dérivation.
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4. On applique (1) avec z =y = 0, on trouve 6(0) = 6(0) 4+ 6(0), d’ou | §(0) = 0.
On applique (2) avec z =y = 1, on trouve §(1) = §(1) + §(1), d’ou | (1) = 0.

5. a) En appliquant (1) avec y = —z, on trouve §(0) = d(x) + 0(—z), d’ou ‘ i(—z) = —5(:0).‘

b) On applique (2) avec y = 21, il vient §(1) = x6(z ™) + §(z)z !

Dot z6(z~') = —6(x)z . On multiplie & gauche par 2! et on obtient | §(z 1) = —2z~1(z)z L.

6. a) On démontre par récurrence sur N* que
dxixg. .. xy) = 0(x1)xoms .. . Tno1Ty

210(x2)x3 ... Tp_1Tn

21293 . .. 0(Tp_1)Ty
1223 ... Tp—10(xy)

++ + o+

n

Qu’on peut aussi écrire (H xk> le i 10(X5)Tig1 - - - Ty
k=1
b) On trouve alors §(2") = §(x)z" t+xd(x)a" 2 +226(z) 2" 3+, .. 2" 1o(x) = Z 2F L5 (z) k.
k=1
Si x et 6(z) commutent on a plus simplement §(x") = né(z)z" .
7. a) e Comme 6(0) =46(1) =0,0ona0,1 e Cs.
e Soient z, y € Cs. Alors §(x +y) =0(x) +0(y) =0+ 0= 0, donc z +y € Cs.
e Soient x, y € Cs. Alors §(xy) = 26(y) + d(x)y =0+ 0 =0, donc zy € Cs.
e Soit z € Cs. Alors 0(—x) = —d(z) = 0, donc —zx € C.
b) e Soit z € Cs\ {0}. Alors 6(z7!) = —z716(z)x~! = 0, donc 7! € Cs.
8. a) Soient z, y € A.
On a (01 + d2)(z +y) = 01(z +y) + d2(x + y) = 61(x) + 01(y) + d2(x) + d2(y) donc
51 + d2)(x +y) = (01 + d2)(x) + (61 + 02)(y)-
(2)| On a (81 + 02)(wy) = 1 (xy) + da(wy) = 231(y) + 01 (x)y + 20a(y) + da(w)y.
On factorise : (01 + d2)(zy) = z(01(y) + 02(y)) + (d1(x) + da2(x))y.
Donc (61 + 02)(zy) = z(01 + 02)(y) + (61 + d2)(z)y et 1 + d2 est bien une dérivation.
b) La propriété (1) est vérifiée par d; o d2 mais la propriété (2) ne l’est pas en général.
Pour z, y € A on a 61 0 da(zy) = 01(xd2(y) + d2(x)y)
donc 81 0 dx(zy) = x61(d2(y)) + 01(2)d2(y) + d2(2)01(y) + d1(d2(x))y
Cette expression ne vaut xd1(d2(y)) + d1(d2(z))y que si 01(z)d2(y) + d2(z)01(y) =
On a donc besoin de d1 0 d9 + d2 0 61 = 0 pour que d1 o d9 soit une dérivation, et ¢a n’est
pas le cas en général.
¢) Soient x, y € A.
On a [61,62)(x+y) = 6152 -+ 9)) — 52(81 (2-+9)) = 61(52(2) +62(y)) — 52(61 () + 61 (1))
= 01(d2()) + 01(d2(y)) — 02(d1(x)) — 02(61(y)) = [01,02] () + [61,02] ().
On a [81,0) (wy) = 01 (52(xy)) — 82(01 (wy))
= 61(zd2(y) + 02(x)y) — 2(z61(y) + 01(x)y)
= x61(02(y)) + 01(x)d2(y) + 01(d2(x))y + da(x)d1 (y)
—202(01(y)) — 02(2)d1(y) — 02(d1(x))y — 61(2)d2(y)
= 261(02(y)) — 202(61(y)) + 01(d2(x))y — d2(1(x))y
= x[61,02)(y) + [01,02](2)y

et on a bien montré que [d1,02] est une dérivation sur A.
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a) Soit x € A, on a [0,d,)(x) = 0(de(z)) — da((x)) = d(ax — za) — ad(x) — 0(x)a.
Or §(ax — xa) = 6(ax) — d(za) = ad(x) + 6(a)xr — xd(a) + §(x)a
En simplifiant on obtient donc [0,d,](z) = d(a)z — xd(a) = dsq) ().
On a donc bien [6,d,] = dj(q)-
b) En utilisant la question précédente on peut écrire [dg,dp] = dg, (1)-
Ce qui donne bien [dy,dp] = dq -

Exercice 4 — Q Théoréme de Cantor-Bernstein ©

1.

Comme h(F) C E,on a E € H;.
Comme @ C h(2), on a & € Ho.

On procede par double inclusion.

Comme V = ﬂ X,onaV C X pour tout X € Hj.

XeH;
Comme h est croissante, on a donc (V) C h(X) pour tout X € Hj.

Comme VX € Hy, h(X) C X, on obtient h(V) C X pour tout X € Hj.

Mais alors, en prenant I'intersection sur tous les X € Hj, on peut écrire h(V) C ﬂ X=V.
XeH,

On a montré que h(V) C V.
Mais alors h(V') est un élément de Hip, ce qui implique que h(V) est 'un des termes X de
I'intersection V = ﬂ X. On en déduit que V' C h(V).
XeH,
Finalement, h(V) = V.
On montre W = h(W) par double inclusion.
Comme W = U X,onaX CW pour tout X € Hs.

XEH>
Comme h est croissante, on a donc h(X) C h(W) pour tout X € Hy.

Comme VX € Hy, X C h(X), on obtient X C h(WW) pour tout X € Hj.

Mais alors, en prenant la réunion sur tous les X € Hs, on peut écrire W = U X C h(W).
X€Ho

On a montré que W C h(W).
Mais alors h(WW) est un élément de Ha, ce qui implique que (W) est 'un des termes X de la
réunion W = | J X. On en déduit que h(W) C W.
XEH>
Finalement, h(W) = W.
Comme h(X) =X, ona X € Hy et X € Hy. Mais alors X est I'un des termes de I'intersection
V et I'un des termes de la réunion W. On en déduit V C X C W.
Soient X, Y € P(FE). Supposons X C Y.
Alors f(X) C f(Y). Donc f(X) D f(Y). Donc ¢ (f(X)) Dy (f(Y))

Donc g (f(X)) Cyg (f(Y)), autrement dit h(X) C h(Y') et h est bien croissante.
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6. On sait que h(M) = M, autrement dit g (f(M)) =M.

En passant au complémentaire on a g ( f(M )) = M comme demandé.

Soit = un élément de M. Alors x € g ( f(M )), donc z admet au moins un antécédent par f (et

cet antécédent appartient a f(M)).
L’unicité de cet antécédent de x est une conséquence de I'injectivité de g.

7. Remarquons que ¢ envoie tout élément de M dans f(M), et tout élément de M dans f(M).

e Montrons 'injectivité de ¢.

Soient z, y € E. Supposons que ¢(x) = ¢(y).
> Premier cas : si p(x) € f(M).

Dans ce cas ¢(y) € f(M) aussi.

Alors x et y sont dans M. Par conséquent p(z) = f(z) et ¢(y) = f(y). Mais alors f(x) = f(y) et
on obtient x = y par injectivité de f.

> Deuziéme cas : si p(z) € f(M).

Dans ce cas ¢(y) € f(M) aussi.

Alors x et y sont dans M. Par conséquent op(x) est un antécédent de x par g et p(y) est un
antécédent de y par g.

Partons alors de 1’égalité ¢(x) = ¢(y), appliquons g pour obtenir g(p(z)) = g(¢(y)), qui se
simplifie en = = y.

Finalement, ¢ est bien injective.

e Démontrons la surjectivité de g.
Soit y € F'. On cherche un antécédent de y par g.
> Premier cas : siy € f(M).
Alors y peut s’écrire y = f(x) avec x € M. Par définition de ¢, on a alors ¢(x) = y.
> Deuziéme cas : siy € f(M).
Alors g(y) € ¢ (W) = M. Par définition de ¢ on a alors p(g(y)) = y et on a bien obtenu un
antécédent de y par .

Finalement, ‘cp est bijective.. ‘

8. Les applications ¢ : R% — R, x — x (celle qu’on appelle I'injection canonique de R* dans R, !)
et Y : Ry — R%, 2+ 2+ 1 sont injectives, donc par le théoréme de Cantor-Bernstein R et R
sont équipotents.

Remarque : On pourrait aussi montrer ce résultat directement, en donnant explicitement une
bijection entre R et R. Par exemple I'application ¢ : R* — R définie par p(z) = — 1 si
x € N* et p(z) = x sinon convient.

9. L’application ¢ : [0;1] = R, x — x est injective.

1

Dans l'autre sens on peut penser par exemple a 1 : R — [0;1], = +— —arctan(z) + 1, elle
s

est strictement croissante (donc injective) et d’ensemble image ]0;1[, le nombre arctan z étant

m
toujours strictement compris entre —3 et 5

Finalement, [0;1] et R sont équipotents par le théoréeme de Cantor-Bernstein.

Remarque : On pourrait aussi bien entendu donner directement une bijection explicite entre [0; 1]
et R. Toutefois, ces bijections explicites deviennent malaisées & écrire, notamment dans les deux
questions suivantes.
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10.

11.

Dans un sens, c’est facile : 'injection canonique ¢ : N — Q,n — n convient.
C’est plus compliqué dans 'autre sens, il faut trouver un moyen de « coder » de facon injective
chaque rationnel par un entier naturel.

Chaque rationnel z € Q peut s’écrire de fagon unique = = :lzg, oup € Net g€ N* et p/gest une

fraction irréductible. Notons s = 0 si « est positif et s = 1 si x est strictement négatif.

Posons alors 1 (z) = 10%P*! 4 1027 + s. Autrement dit, 1(x) est un entier naturel dont 1’écriture
décimal comporte deux ou trois chiffres un, et des zéros sinon, organisés comme suit :

— Le chiffre des unités vaut 0 ou 1 selon si = est positif ou négatif.
— Le un qui se situe a un emplacement impair indique quel est le numérateur de z.

— Le un qui se situe a& un emplacement pair (autre que le chiffre des unités) indique quel est le
dénominateur de x.

L’unicité de I’écriture en base 10 d’un entier naturel assure alors 'injectivité de ¢ : Q — N.

Donc QQ et N sont équipotents.
L’application ¢ : N = P(N),n — {n} est injective.

Dans l'autre sens : étant donnée A = {aj,a2,...,a,} une partie finie de I’ensemble N, notons
P(A) = 10" + 102 +...10%, ou encore : P(A) = Z 10%.
a€A

A nouveau Punicité de Pécriture en base 10 assure l'injectivité de .
Par le théoreme de Cantor-Bernstein, les ensembles P¢(N) et N sont équipotents.

Remarque : En utilisant la base 2 au lieu de la base 10, c¢’est-a-dire en posant 1)(A) = Z AR

acA
I'application ¢ est en fait directement bijective de Pf(N) dans N...




