PCSI 2018-2019

DS 9 — Corrigé

Exercice 1 - Un calcul de comatrice

e Le cofacteur (1,1) de B est det A.
e Si ¢ > 1, le mineur m;; contient une ligne nulle, donc est nul.
e Si j > 1, le mineur m;; contient une colonne nulle, donc est nul.

Par conséquent seul le coefficient (1,1) de Com B peut étre non nul : Com B =

Exercice 2 - Formule de Stirling

1. On multiplie numérateur et dénominateur par les entiers pairs de 2 a 2n :

" :1><2><3><--~><(2n—1)><(2n) (2n)!

2x4x---x (2n) | 27n!

n

n
2. Comme n! ~ —+/2mn, il vient :
e

(2n)*e=2" /21 x 2n 2n\"
uTL ~ = —_— \/5‘
2Mnle="y\/2mn e

Exercice 3 - Polynéme caractéristique d’une matrice

z 0——0
0
1 a) (o) = \\ = (")
0
0—0 =z
r—1 0 0
0
b) xm(x) = \\\ =|(z=1)"}
0
0 0 z—1
r—1 -1 0
c) xuz)=| -1 z—-2 -1 |=(z-1) $:2 __1 :1 2 en développant par
0 1 z_1 1 z-1 1 z-1

rapport a la premiére colonne.
Done xu(x) = (z = D[(w = 2)(x — 1) = 1] = (z = 1) = (z — 1)(2* = 32) = |2(z — 1)(= — 3)

2. Comme A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B = P~'AP.
Alors, pour tout scalaire x :

xg(z) = det(xl, — B)
= det(zP~'P— P 1AP)
= det(P ! (xl, — A)P)
= det(P)"! x det(xl, — A) x det(P)
= det(zl, — A)
= xa(z)
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3. a)

b)

L’endomorphisme f est de rang 1. D’apres le théoréeme du rang, le noyau de f a donc pour
dimension n — 1. Donnons nous une base Fx = (e, eg, ...,ey,—1) de ker f. Comme Fg
est une famille libre de K", on peut la compléter en une base F = (e, e, ..., e, ) de K”
par le théoreme de la base incompléte. Alors, par construction de F, la matrice B est de la
forme :

0—0 O
B =matr f = ‘ ‘ i
0—0 by
T O—0 —by
On a alors xg(x) = 0 ! =z" 1z —b,)
€ —bp—1
0 0 x — by,

Comme A et B sont semblables, on a x4 = xp. De plus, b, = tr(B). Enfin, A et B étant
semblables on a aussi tr(A4) = tr(B). D’ot le résultat : Vo € K, xa(z) = 2"}z — tr(A)).

Exercice 4 - Produit de Cauchy de deux séries

1. a)

b)

d)

b)

n n k n o n [mk—i] n n—i
Co=Y =1 abe—i= Y  abp_i=Y_ > abei = Y. > ab;
k=0 k=01=0 0<i<k<n 1=0 k=1 =0 7=0

n n n n
AnXBn: (Zal> Zb] :ZZaibj

i=0 j=0 i=0 j=0
Comme tous les a;b; sont positifs et comme tous les termes de la somme double (), sont
présents dans la somme double A, B,,, on a bien C,, < A,B,.
Comme les séries a termes positifs > a, et > b, sont convergentes, les suites (A,) et
(By,) de leurs sommes partielles sont majorées. En notant M4 un majorant de (4,) et
Mp un majorant de (B,,), la question précédente implique que la suite (C),) est majorée
par M4 Mp. Mais alors la série a termes positifs > ¢, a la suite de ses sommes partielles

majorée, donc elle converge.
2n 2n—i

On a an :Z Z aibj

i=0 j=0
Remarquons que cette somme double contient tous les termes a;b; pour i, j € [0;n].
Comme les a;b; sont tous positifs, on a donc bien A, B, < Cay.

On dispose donc de I'encadrement C,, < A, B, < Cs, pour tout entier n. De plus, les suites
(An), (By) et (C),) convergent vers des limites réelles A, B et C (les séries Y ay, > by, et
>~ ¢, étant convergentes). Alors, par théoreme d’encadrement, on obtient bien AB = C.
D’apres la question 1 appliquée aux séries a termes positifs > |ay| et Y |b,], la série > d,
converge.

n
Z lai| X |bp—i| = dy. Donc,

Zaznl
1=0

par comparaison de séries & termes positifs, la série Y |¢,| converge.

De plus, par inégalité triangulaire on a |c,| =

Donc la série Y ¢, Converge absolument, donc Z ¢, converge.

Comme A, xBn—ZZazb et Cn—ZZale,alorsA B, Z Z
=0 7=0 =0 7=0 =0 j=n—1i+1

n n
De méme, A} B), —Cp, =Y > lag| x |bj].
=0 j=n—i+1
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Mais alors on obtient |A, B, — Cy| < Al B}, — C/ en écrivant I'inégalité triangulaire.
c¢) D’apres la question 1, on a A, B, —C!/ — 0.
n—+0o0o
Alors, par théoréeme d’encadrement, A, B, — C, — 0.
n—-+o0o
Comme A,, B, et C, tendent respectivement vers A, B et C, on en déduit que A x B = C.
3. a)Ona Intl _ T 4 0 donc > ay converge absolument par critére de d’Alembert.
Qan, n+ 1 n—+oo
n no_i n—i n
x x 1 n! i n—i
b) ¢, = Zaibn_i = Zl—l X ol = Eziﬂ(n—i)'x y
i=0 i=0 : Ti=0 " :

d)

L~ (n)\ ini_ (@+y)"
D = — ‘ dgn—t — X I
onc ¢ n!ig(:](z):ry p
“+o00 “+o00 “+o00
_ U z" v\« @ty
Comme AB = C, on en déduit bien (Z n‘) (Z ) = Z -

| |
n=0 n=0 n: n=0 n:

oo
Remarque : En se souvenant que e* = Jrz: x—T (on avait démontré cette égalité en se servant
d’une formule de Taylor avec reste igt:é:(Zgral), on retrouve 1’équation fonctionnelle de la
o0
fonction exponentielle : e%e¥ = e*TY. La formule e* = JFZ xT: pourrait en fait constituer
une définition de la fonction exponentielle. (On rappelle qou en début d’année, nous avons

admis l'existence de exp...)

Notons S, = Z — 2 la n-itme somme partielle et montrons que les deux suites

extraites (Sap,) et (Son+1) sont adjacentes.

1 1
e Pour tout n € N, S — Sop, = . — . < 0 donc (S2,) est décroissante.
2n—+2 2n \/271 T 3 \/271 T 5 ( 2n)
-1 1
e Pour tout n € N, S - S = .+ . > 0 donc (5 est croissante.
23 = Sl = et e (S2n+1)
-1

e Pour tout n € N, Sg, 11 — Sop, =

— — 0.
\V2n + 2 n—+oo

Donc (S2,) et (San+1) sont adjacentes. Elles convergent donc vers une limite commune /.
Donc (S,,) converge vers ¢ et >_ a,, est bien une série convergente.

1 1
Vn+1 nl/2
>~ |an| est divergente par comparaison de séries a termes positifs. Donc > a, n’est pas
absolument convergente.

1
En revanche, |a,| = Comme la série de Riemann E — 75 diverge, la série

(-1 g 1
Onac )"
" Z\/z—i- \/n—i—i—l Zz:\/z—l—l)n—z—i—l)
Or, pour tout z € R,ona (z+1)(n—2+1) < (2 +1) (n— % +1) = 2(n+2)? (par une
étude rapide de fonction auxiliaire par exemple)
1 2 2 1
Donc > et donc |c,| > An+1) > 1.

Vi+rD)n—i+1) ~ n+2 n+2
Par conséquent (¢,,) ne tend pas vers 0 et la série Y ¢, diverge grossiérement.

L’implication ( Y a, et Y b, convergent ) = > ¢, converge est donc fausse. L’hypothése
d’absolue convergence est nécessaire.
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Probleme - Approximation uniforme et polynémes de Bernstein
1. La fonction |f| est continue (comme composée de fonctions continues) sur le segment [0; 1]. Par
le théoreme des bornes, elle est majorée et atteint un maximum.

2. La fonction |f| atteint un maximum en un xy € [0; 1], et la fonction |\ f| atteint un maximum en
ce méme point xg, avec |\f|(xg) = || X | f|(z0), d’ou le résultat.

3. Soit x € [0;1]. Par inégalité triangulaire on a |f(x) + g(x)| < |f(2)] + |9(2)| < || fllo + [19]] oo -
Donc || fllo + 19]lo €st un majorant de |f + g| sur [0;1].
Donc [[f + glloe < 1flloe + l9]loo-

4. P3g=—-X?+3X?-3X +1 Pyy = —3X3 +3X2
P3’1 =3X3-6X%2+3X P3,3 = X3

5. La famille (P, x)refon] est une famille étagée en valuations et contient n + 1 polynomes (or on a
dimR,[X] =n+1).

o

a) Z (Z) Xk(l - X)nfk = (X +1—-X)" =1 par la formule du binéme.
k=0

-1
b) Ona k (Z) =n (Z 1) par une formule bien connue et diversement nommeée.

n n . 1
Done 3 kFyx=nX 3, <Z - 1>X X)) =X (X 41 - )" =X
k=1 k=0

c) Cette fois k(k — 1) (Z) =n(k—1) (Z : i) =n(n—1) (Z : ;)

n n _ 2

D'ott Y k(k —1)Pyi=n(n—1)X*Y" (Z - 2) X221 = )= =2) — (i — 1) X2
k=0 k=2

7. On a d’abord

S kEPur=> k(k=1)Pup+ > kPyjp=nX+n(n—1)X?
k=0 k=0 k=0

Puis, en développant :

n 2 n 2
Z (X_k) Pn,k = Z <X2_%X+k:2> Pn,k
k=0 n k=0 n n
= X*Y Pur—=X> kPup+— Y kP
k=0 k=0 " =0

2 1
= X2->XnX+ =X +n(n—1)X?)
n n?

- xa-x

3
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10.

11.

12.

13.

D’ou

Sy (x)

(

Sw(z)

. Lorsque z, k et n vérifient

N

par hypothese sur V'

en ajoutant des termes positifs

n
[M]=
5
=0
ol
O

P, k() en factorisant
= — d’apres la partie précédente

on a :

1
T — ‘ > ——, en multipliant par
n

N

xr — —
n

E\? _ 1 k k2
x—) > — |r — —| et donc l‘—‘ < ﬁ(w—)
n N n n n
k
kew
k 2
< VY (e-2) Pute)
KEW n
< V' Z <x — > P,x(z) en ajoutant des termes positifs
k=0 K
1
< vn'x —z(l—12) d’apres la partie précédente
n
z(1—x)

va

La fonction polynomiale z — z(1 — x) atteint un maximum égal & 10%=5

On a donc S(z) = Sy (x) + Sw(z) < Ve _

Bn(f)(x)

k

1 5

SVE VR i

- i :zpnk(x) = %(nw +n(n—1)z?) = (1 + (Z —z)
k=0
ot Bu(f)(a) — fla) = “LHOZVD) o 2ll2)
1

Donc [|Bn(f) = flloo = o

> (£(2) - 100) Pusta) = 321 (£) Pust) = 10) 32 Puste) = Bul)o) = 1)

k=0

a) La fonction |f’| est continue sur le segment [0; 1], elle est donc majorée d’apres le théoréme

des bornes. En appelant C' un majorant de |f’|, la fonction f est C-lipschitzienne d’apres
I’inégalité des accroissements finis.
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b) Comme f est C-lipschitzienne, on a

7(3) - @

Alors, par inégalité triangulaire, on a

Bah@ -l = 3 (r(5) - x>)Pn,k<x>

k=0
k
n
k=0
< C Z T — ‘ (z)
=0
= CxS(x)
< 5C
S o4yn
On en déduit que || B, (f) — fll < 5C uis, par théoreme d’encadrement, || By, (f) — fl|
q n oo X 4\/77 p 7p ) n n—>+oo
14. a) La fonction f est continue sur le segment [0;1]. D’apres le théoréeme de Heine, elle est
uniformément continue. c¢’est-a-dire :
Ve € RY, In € RY, V(zy) € (0117, [¢ —y| <n = |f(2) — f(y)| <e
b)
k k
SUF(=2) = f@)) Pug(@)] < D |f(=]) = f@)|Pogl(a)
keT " ker ! \"
< Y ePui(@) =) Poilx)
keT keT

n
< ¢ Z P, k()
k=0

= ¢
c¢) Pour z, k, n fixés tels que k € U :
Notons M = Uz—ﬂ/nJ, de sorte que Mn <

k
a:—n’<(M+1)77.

Notons y; = = + M:— ] pour tout ¢ € [0; M + 1] (On a ainsi construit une subdivision
k
(Y0, Y1, -+ ym ) de {a:; } de pas inférieur a 7).
n
On a alors
k M
(5) s = [T ,>>|
" =0
M
< Z’f (Yitr1) — (i)
=0
M
< Y e=(M+1)
1=0
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CommeM<1 m—ﬁ,ona f(z) — f(2)] < (1+ x—:De.
Substituons : !
> (1(0) - 1) Pas| < 31 (5) @) st
< kEZU (1 + 1 T — kD eP, k(z)
= €Y Pyl > :c—’Pmk(as)
keU keU
< €Zn:Pn,k( z”: T — ‘Pn,k(fﬂ)
k=0 k=0
= a—&-%S(x)
< € <1+ 477?/?)

d) En ajoutant les deux majorations précédentes il vient

|Bu(f)(z) = f(z)| <& (2 + 4n5ﬁ>

Or, 2+ —— tend vers 2 quand n tend vers +oc.

4\F

Donc 2 + ——= < 3 a partir d’un certain rang.

4W

On a donc montré : pour tout € > 0, || B,(f) — f|| < 3¢ a partir d’un certain rang.
Ce qui permet de conclure : || B, (f) — f||OO = 0

15. On a vu que ||B,(f) — fll« N 0. Donc, pour n assez grand, le polynéme P = B, (f) vérifie

[P — fllo <&, ce qui demontre le théoreme de Weierstrass.




