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Programme de colle
Semaine n°5 : 12/10 — 16/10

Réduction (Fin)

Contenu du chapitre :

e Eléments propres

— Notion de valeur propre, de spectre Sp(u), de vecteur propre, d’espace propre E)(u) d’un endomor-
phisme u (ou d’une matrice carrée).

— Une famille d’espaces propres distincts est en somme directe.

— Conséquence : majoration du nombre de valeurs propres par la dimension de I’espace.

e Polyndme caractéristique

— Polynoéme caractéristique x, ou x4 d’'un endomorphisme u ou d’une matrice A.

— Lien avec les valeurs propres. Multiplicité m()) d’une valeur propre.

— Forme du polynéme caractéristique : degré, coefficient dominant, coefficient de degré n — 1, coefficient
constant.

— Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

— La dimension d’un espace propre est majorée par la multiplicité de la vp : 1 < dim E)(u) < m(\).

e Diagonalisation

— Définition (pour un endomorphisme, pour une matrice).

— Différentes CNS de diagonalisation : la somme des espaces propres est E; la somme des dimensions
des espaces propres est n; le polynéme caractéristique est scindé et chaque espace propre a pour
dimension la multiplicité de la valeur propre.

— Condition suffisante : n valeurs propres distinctes.

— Calcul pratique.

e Trigonalisation

— Définition (pour les endomorphismes, pour les matrices).

— CNS : le polynome caractéristique est scindé.

— Existence d’une trigonalisation dans 2, (C).

— Expression de la trace et du déterminant en fonction des valeurs propres complexes.

— Trigonalisation pratique sur de petits exemples numériques (on n’a pas de méthode générale au
programme.)

¢ Polyndémes annulateurs

— Polynémes de matrices et d’endomorphismes. P(u)(z) = P(\)z lorsque A est une vp et & un vecteur
propre associé.

— Théoréme de Cayley-Hamilton (démonstration dans le cas diagonalisable seulement).

— Quelques mots sur le lemme des noyaux (HP).

— CNS de diagonalisabilité : v admet un polynoéme annulateur scindé.

e Compléments et Applications

— Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable.

— Matrice compagnon.

— Suites récurrences linéaires d’ordre quelconque, a coefficients constants.

— Exemple de recherche de commutant.

— Cas des nilpotents.

— Cas des matrices de rang 1.

— Notion de codiagonalisation. CNS pour que deux endomorphismes soient codiagonalisables.

Prévision pour la semaine prochaine : Analyse de premieére année, révision et compléments.




